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ملي سرود 


دا وطن افغانستان دی 
کور د سولې کور د توري 
دا وطن د ټولو کور دی 
د پښتون او هزاره وو 
ورسره عرب» گوجر دي 
براهوي دي. قزلباش دي 
دا هيواد به تل خليري 
په سینه کې د آسیا به 
نوم د حق مو دی رر 


دا عزت د هرافغان دی 
هر بچی یې قهرمان دی 
د بلوڅو د ازبک و 
دترکمنو د تاحکو 
پاميربان. نورستانیان 
هم ایسماق. هم پشه بان 
لکه لمر بر شنه آسمان 
لک زره وي جاويدان 
وایے الله اکر وایو الله اکر 


سس 


С) 


مضمون: رياضي 

مولفین: د تعليمي نصاب د ریاضیاتو د خانگي علمي او مسلکي غري 

اډیټ کوونکي: د پښتو ژبې د اډیټ علمي او مسلكي غري 

ټولگی: دولسم 
د متن ژبه: پښتو 
انکشاف ورکوونکی: د تعليمي نصاب د پراختیا او درسي کتابونو د تألیف لوی رباست 
خپروونکی: 25525 وزارت د اریکو او عامه پوهاوي ریاست 

د چاپ کال: ۱۳۹۸ هجري شمسي 

د چاپ خای: کابل 
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د درسي کتابونو د چاپ. وېش او پلورلو حق د افغانستان اسلامي جمهوریت د پوهني وزارت 
سره محفوظ دی. په بازار کی یی پلورل او پبرودل منع دي. له سرغروونکو سره قانوني 


O 


د پوهنی د وزير پیغام 

اقرا باسم ربک 
د لوی او بښونکي خدای به شکر په خای کوو. چې مور ته یې ژوند رابښلی. او د لوست او لیک له نعمت 
څخه یې برخمن کړي يو او د الله تعالی پر وروستي پیغمبر محمد مصطفی بم چې الهي لومرنی پیغام ورته 
(لوستل) و. درود وایو. 
خرنگه چې تولو ته ښکاره ده ۱۳۹۷ هجري لمریز کال د پوهنی د کال په نامه ونومول شو. له دې امله به د 
گران هبواد شوونیز نظام. د ژورو بدلونونو شاهد وي. ښوونکی. زده‌کوونکی. کتاب. ښوونځی. اداره او د 
والدینو شوراگانی د هبواد د پوهنیز نظام شپرگوني بنستیز عناصر بلل کیري. چې د هبواد د ښوونې او روزنی په 
پراختیا او پرمختیا کی مهم رول لري. په داسي مهم وخت کې د افغانستان د پوهنی وزارت د مشرتابه مقام. د 
هبواد په سوونیز نظام کی د ودې او پراختیا په لور بنستیزو بدلونونو ته من دی. 
له همدې امله د لٹ یھ" اصلاح او پراختیاء د پوهني وزارت له مهمو لومریتوبونو څخه دي. همدارنگه په 
شوونخیو» مدرسو او ټولو دولتي او خصوصي نبوونیزو تأسیساتو کې. د درسي کتابونو محتواء کیفیت او توزیع ته 
پاملرنه د پوهني وزارت د چارو په سر کی خای لري. مور په دې باور یو. چې د باکیفیته درسي کتابونو له شتون 
پرته , د ښوونې او روزني اساسي اهدافو ته رسبدلی نشو. 
پورتنیو موخو ته د رسبدو او د اغبزناک ښوونیز نظام د رامنخته کولو لپاره. د راتلونكي نسل د روزونکو په توگه. 
د هپواد له تولو زره سواندو ښوونکو. استادانو او مسلکي مدیرانو څخه په درناوي هیله کوم. چې د هېواد 
بچیانو ته دې د درسي کتابونو په تدریس. او د محتوا په لبردولو کې. هیخ دول هڅه او هاند ونه سپموي. او د 
يوه فعال او په ديني, ملي او انتقادي تفکر سمبال نسل په روزنه کې. زيار او کوښښ وکړي. هره ورځ د ژمنې 
په نوي کولو او د مسؤولیت په درک سره. په دې نیت لوست پیل کړي. چې د نن ورځې گران زده کوونکي به 
سبا د يوه پرمختللي افغانستان معماران, او د ټولنې متمدن او گټور اوسېدونکي وي. 
همدا راز له 407 هبواد ارزښتناکه پانگه ده. غوښتنه لرم» څو له هر فرصت څخه 
گټه پورته کړي. او د زده کړې په پروسه کی د خیرکو او فعالو گډونوالو په توگه. او ښوونکو ته په درناوي سره. 
Еа‏ 
په پای کی د ښوونې او روزنې له ولو پوهانو او د ښوونیز نصاب له مسلكي همکارانو خخه. چې د دې کتاب 
په لیکلو او چمتو کولو کی يې نه ستړې کہدونکی هلي ځلې كري دي مننه کوم. او د لوی خدای ال له دربار 
خخه دوی ته په دې سپيخلي او انسان جوروونکی هڅې کې بریا غوارم. 
د معياري او پرمختللي سوونیز نظام او د داسې ودان افغانستان په هیله چې وگري ېې خپلواک. پوه او سوکاله 
وي. 

2 يوش وار 

دکتور محمد میرویس بلخي 


С? 


مخونه 
لومری خبرکی لېمیټ Маа... РРР‏ 


۰ 7 2" .0 مبهم شکلونه 
Пос OS‏ مبهم شکلونه 
٥‏ دمثلثاني تاب ع گانولېمیټ 

۰ د تاب عگانو متمادیت 

۰ د متمادي تاب مگانو خاصیتونه 

9 د څپرکي لندیز او پوښتنې 


دویم څپ رکی مشتقات ی۹ي GEA a‏ 

پا ديوي‌تابع مشتق 

ө‏ د مشتق هندسي تعبیر 

٥ه‏ دمشتق قوانین 

٥‏ دمرکبو تاب عگانو مشتق 

ө‏ دمثلثاتي تاب ع گانو مشتق 

٥‏ ضمنی مشتقات 

У‏ ۲ ۔ 


9 څپرکي لنډیز او پوښتنې 


دریم خبرکی د مشتق د استعمال خابونه уудаг ҮтЭР өттэттттэ тээ"?‏ 
٥ه‏ ديوي‌تابع بحراني تکی(اعظمي او اصغري) 
е‏ د انعطاف د ټکي ټاکل له دویم مشتق څخه پەگتی اخبستني سره 
۰ دمنحني‌گانو رسمول 
سح ےت 
ө‏ د ھوموگرافیکٹ تاب ع گان و گراف 
9 د دریمی درجې یو مجهوله تابع گراف 
9 درول قضیه 
ө‏ دمتوسط قیمت قضیه 
ө‏ دلويټال قاعده 
٭ دبحراني تکوتطبیق 


9 د څپرکي لندیز او پوښتنې 


Ө, 


سرليکونه مخونه 
څلورم څپ رکی انتیگرال 0 ээ Ээ Ээ Ээж‏ ا ا ا ا ومس ےی ا ہے ۱۳۳-۱۷۴ 
е‏ د رہمان مجموعه 
٥‏ دانتیگرال مفهوم 
9 دغیرمعین انتیگرال خواص 
* معین انتیگرال 
лс‏ 
٥‏ دمشتق او انتیگرال اساسي قضیی 
۰ په تعويضي طریقی سره انتیگرال نیول 
۰ په قسمي طريقي سره انتي‌گرال نيول 
9 د څپرکي لندیز او پوښتنې 
پنخم خپرکی د لوگاریتمی او اکسپوننشیل تابعگانو مشتق او انتیگرال سس سس ۱۷۳-۱۹۸ 
٥‏ د لوگاریتمي او اکسپوننشیل تاب عگانو مشتق 
9 د معکوسو تاب عگانو مشتق 
۰ قسمي کسرونه 
ө‏ داکسپوننشیل تابع گانو انتیگرالونه 
۰ د لوگاريتمي تابع گانو نتیگرال я‏ 
۵ دقسمي کسرونو په مرسته د انتیگرال محاسبه 
9 د څپرکي لندیز او پوښتنې 
شپرم خبرکی د انتیگرال تطبیقات Aaa RT В‏ 
ө‏ دیوه منحني په واسطه د محصور شوي سطحی د مساحت محاسبه 
۰ د دوو منحن یگانو ترمنځ د محصور شوې سطحې د مساحت محاسبه 
۰ دگراف له دوران څخه د په لاس راغلي جسم حجم 
ө‏ دقوس د اوردوالی محاسبه 
9 د څپرکي لندیز او پوښتنې 


اووم خپرکی احصائيه 0 0 شر رگ میمش ۰ AAR‏ 


© د احتمال د تابع توزیع 
۰ د دوه جمله‌يي توزیع او د برنولي آزمایښت 
۰ د پواسن د احتمال توزیع 
٥‏ نورمال توزیع 
۰ د نورمال توزیع منحني لاندي مساحت او د هغې سټنډرډ کول 
9 نمونه اخبستل 
٥ه‏ دنمونې د اوسط توزیع 
٥‏ دمركزي لېمیټ قضیه 
پا و шоо‏ 
٥‏ د څپرکي لنډیزاوپوښتنې 
اتم څپ رکی احتمالات TULA 22222 22 хал‏ 
٥ه‏ هم چانسه پیښې 
۰ د نښتو یا پیوسته فضاگانو احتمال 
е‏ مشروط احتمال 
٥‏ دحاصل ضرب اصل 
ө‏ دناخایی پېښواستقلالیت 
ө‏ څپرکي لندیز او پوښتنې 


لومری څپ رکی 


С? 


د لېمیټ مفهوم 

په يوه مستوي کې درې دايري داسې رسم کړئ چې د 0 

يکي د دایرو متحد مرکز او شعاع گاني یې په ترتیب سره 
ЭРЭЭ АН:‏ : 41 1 

07 19 دې عملې ته خو ځلې دوم ورکولای С‏ 


Е شئ؟‎ 


د )= او 0-7 - په ترادفونه د ۸۷] € 11 لپاره په پام کې ونیسی او لاندې فعالیت ترسره کړئ: 

۰ د عددونو په محور باندي د ,4 او а;‏ موقعیت(خای) وښيئ. 

٥‏ وبلای شئ چې د ره او а,‏ قیمتونه د | [ат а‏ د فاصلې دنه یا د باندي پراته دي. 

9 ده «аја‏ وه منخنی ټکي یو له بل سره پرتله کری. 

٥‏ پورته پراوونو ته په پاملرني سره وبلای شئ چې د 4 او 41 د ټکو موقعیت د عددونو پر محور په کوم خای 
کی واقع دي. 

٥‏ آیا وبلای شئ چې د 7 د تر ټولو لوبو قیمتونو په اخیستلو سره د а,‏ او а,‏ ردیفونه کومو قیمتونو ته نژدې 
کېږي؟ 

له پورتني فعالیت څخه لاندې پایله لیکلای شو: 

پایله :لیدل کېږي چې د а,‏ ترادف له ښي لوري څخه د اود ہ ترادف له کین لوري څخه د 1 عدد ته د 7 په 

زیانبدو سره نژدې کېږي» بعنی: 

)028( ترادف کله چې 11 بې نهایت ته تقرب وکړي» مساوي په(1) سره کېږي او همداشان د а,‏ د ترادف 7 - ام 


حد که 7 بې نهایت ته نژدي شي هم مساوي له )1( سره کېږي. 
حم Ф Ф‏ + د e ۰ e‏ 
da, < а‏ 4< 1 ج а, Эа,‏ ج а‏ 


ددې لپاره چې د لہمیتِ مفهوم مو ښه خرگند کری وي» په لومری پرا و کې هغه په خو ترادفون وکی دگراف په ہام 


С? 


کې نیولو سره تر څېړنې لاندې نیسو. 


مفال: لاندي ورکرل شوي ردیفونه د П‏ د تر ټولو لوبو قیمتونو لپاره کوم قیمت ته تقرب كوي یا نژدې کېږي» 
موضوع په БЭ‏ دول تشریح کړئ. په داسې حال کې چې: 


2+3 . 71-1 Р ٦ се 
а, =( ) ... (0) بط‎ = )-( ... (й) с, <)-1( = ... (00) 
11 11 
حل: پوهبرو چې د 7 د بېلابېلو قیمتونو لپاره‌گرافيكي ښودنه په لاندي ډول ده.‎ 
"'" بی‎ ВЕ لل سل ,اا‎ 
1 1 1 1 1 2 
а» 02 5 7 ОА 25 (4 » 2 5, 0 ? ? 2: ? Й » 1 
2 4 5 O 7 DD AS 
а» 7 
همم‎ с 5 » И مإ‎ Ы 7ر مب مھ مھ ھ‎ 


له پورتین وگرافونو څخه لیدل کېږي چې راکړل شوي ترادفونه د П‏ قیمتونو په زبانبدو سره د ترادفونو قیمت يوه 
ټاکلې عدد ته نزدي کېږي» لکه: د а,‏ ترادف د 2 عدد ته د رط ترادف د 1 عدد ته او د С,‏ ترادف صفر ته تقرب 
کوي چې 11 ته د ډېرو لوبو قیمتونو په ورکولو سره موضوع په آسانی سره روښانه کېږي. 
د ترادف د قیمتونو له جدول څخه د لېمیټ قیمت څرگندېږي» د لېمیټ په شته والی کې ردیف يوه ټاکلې عدد ته 
نژدې کېږي. دغه ټاکلي عدد ته لېمیټ 11۳01 وايي. چې په Ш‏ سره ودل کېږي. 


Ө, 


п-1 


ددي لپاره د = ,۵ ترادف په پام کې эн‏ لرو چې: 
ة0 : 4۰٣۹۰0۰۰۰۱‏ تو п тг‏ 
10 9 ۱۵ و 3 7 0 А‏ 
!0 ا ل2 د سك د 4 22223 1 
ІА 5, Б, 5, 4‏ 
1 1 0 
2 
1 
او یا که چپري шэг 010 Г‏ ھ27 , eee І‏ !0 من 


Д 7 пая 7‏ 
RT (III)‏ ,2,4,6 د عددونو ترادفونه په پام کی ونیسو» لیدل کېږي چی که п‏ د بی نهایت لوري 
ته نژدې شی نو د 1 ترادف صفر ته نژدې کېږي د 7 ترادف د (1) عدد ته نژدې کېږي د ПІ‏ ترادف بی‌نهایت 


)90( ته نژدې کېږي. 


د متحول تقرب: وبل کېږي چې د × متحول د 4 عدد ته تقرب کوي» په داسې حال کې چې د په اختياري 
ډول د а‏ عدد ته نژدي کېږي» یعنی د × او ترمنخ تفاوت له ه رکوچني عدد(0 < 6) څخه کوچنی وي يا په 
لاندې ډول: 
|х-ан0‏ یا х-эа‏ ا VO>0:|x-a|<0‏ 

له ښي لوري د متحول تقرب: ( ٩‏ ج 5 که چېرې د × د قیمتونویو متناقص ترادف موجود وي په داسې 
حال کې چې په تدريجي ډول د 4 اختياري عدد ته نژدې شي. 

کی ج ...و 0.0001 x: a+0.1, a+0.01 , a+0.001 , a+‏ 
له کین لوري د متحول تقرب: ( а‏ د) که چېرې د × د قیمتونو یو متزاید ترادف موجود وي په داسې 
حال کې چې Х‏ په تدريجي ډول د 4 اختياري عدد ته نژدې شي. 

اد ج ... , 4-0.0001 ”2200 x: 0-0.1 ОО‏ 
نو د × د متحول تقرب د а‏ عدد ته معادل دی د × د متحول تقرب له سی لوري او د × د متحول تقرب له چپ 
لوري» یعنی: 


х-эа < (х-эа!,х-эа) 


Ө, 


لومری ببلگه: د × متحول د 9 عدد ته نژدي کړئ یا په بل عبارت د х-»9‏ مفهوم توضیح کری. 

حل: 
"و ج ...و 9.0001 ,9.001 ,9.01 و 9.1 x:‏ 
آو جہ ..., 8.9999 , 8.999 , 8.99 , 8.9 x:‏ 


تعریف: که چبري د ЛО)‏ تابع په يوه غیر ترلي انتروال کې چې د а‏ عدد په هغه کې گډون لري کہدای شي چې 
تابع په а‏ کې نه وي تعریف شوی. که چېرې د × متحول د ٩‏ عدد ته نژدې» شي نو د Р(х)‏ تابع د / عدد ته 
نژدي کېږي» نو وبل کېږي چې د (х)‏ تابع لېمیټ عبارت له / څخه دی» کله چې د ۲ متحول د а‏ عددته 


تقرب وکړيؤ» نو داسې بې لیکو: +775 то‏ 


Уд 


۷ 0<ع‎ 136-0:х-а|х6 > |)(-|> 6 
lim /(х)-1 <> (х-а|-э0-» | (0) - 1 0) 


аъ. 


یس 


Ё‏ 110126 تابع په گرافيكي ډول وضیئ چې که × د )3( عدد ته نژدي شي Р(х)‏ د ( 6) عددته نژدې کېږي. 


سی او کین خوا لبمیتونه 
مخامخ تسصویر ته پاملرنه وکړئ ووايئ چې 


تور < 
2 
1- 
په لاندې جدول کې د ۴*1 ГО),‏ ته خيني قیمتونه ورکرل شوی. 
доо ? 7‏ 1 
1.02 1.01 | 1.001 ? 0.999 | 0.99 | 0.98 59 
f(x) | 1.98 199 9 1 2.001 | 2.01 | 2‏ 


۰ د تاب ع گراف رسم کری. 
е‏ که ٨د‏ (1) عدد ته نژدې شي. نو (х)‏ 7 کوم عدد ته نژدې کېږي. 


له پورتني فعالیت څخه لاندي پایله لیکلای شو: 


د ښي خوا لبمیتِ: د )0( 7 تابع د 4 په عدد کې د ښي لوري П‏ لبميتِ لري که چېرې د هر 0 < 6 لپاره يو 
کوچنی عددد 0< ۵ موجود وي داسې چې کہ: )=+ ,5 -) 2 хє(а,а+5) > Р(х)‏ با 
lim У (х) = lim (х) =‏ 


د کین خوا لېمیټ: د )70 تابع د а‏ په عدد کی د کین لوري و لېمیټ لري. که چېرې د هر 0 < 2 لپاره د 
0 يوعلدد يدا شي داسې چې ЕА)‏ < (. 0 2 ۰ = 
را ص)/ lim /() = lim‏ 


د (×)/ تابع هغه وخت چې а‏ د ته نژدې شي د | لېمیټ لري» یعنی: 1= () 11717 په دې شرط چی: 
lim f(x) =1 = lim ГО)‏ 


О, 


2 


. د‎ -9 Ч 
دوبمه ببلگه: و ښيئ چی 6 = 0 سره دی.‎ 
х3 х= 3 ? 
حل: د ښي اوکینی خوا لبمیتونه تر خبرني لاندي نیسو:‎ 
х (3513.1(130113001| .. 3 оао 
= П = 6 
f(x) | 6.5 | 6.1 | 6.01 | 6.001) .. | 6 22 
21725129 | 2 99 | 2 999 22 9 
= Ші = 6 
Р(х) | 5.5 | 5.9 | 5.99 | 5.9991... | 6 3ےہر ډیېږ‎ 
2 
: سے ار‎ 
دی.‎ lim = 5 = 6 لیدل کېږي چې د ښي خوا او کینی خوا لبمیتونه سره مساوي دي» نو‎ 


دویمه ГАВ ур‏ د لېمیټ د تعریف په پام کې نیولو سره فرضوو چې د هر اختياري کوچني عدد ۶ لپاره يو ۵ 


شتون لري داسی چی: 
6 >|-()| > ۵|>۵-| : 0< 3۵ 0<ع ۷ 
سس -2 
Еа ETT‏ ول کا و ا 
х-3 х-3‏ 
- ۵ 5 


له پورتنۍ اریکی څخه دا معلومبپري چې є‏ له ۵ سره اریکه لري» که б‏ قیمت ورکرو ۶ قیمت اخلی او که 
6 ته قیمت ورکرو ۵ قیمت اخلي» بنا پر دې هغه تعریف چې د لېمیټ لپاره موجود دی سم دی او تابع لہمیت 


2 


Х - 
lim 2107 ас 
хэз х— 3 لري» بعني‎ 
پوښتنه‎ 
|х-2| 


ات چی2 ТО) = E‏ تابع کله چې 2 و ور لېمیټ نه لري. 


Ө, 


د لېمیټ (Properties of 117017 а‏ 
د مخامخ مساوات دلبمیتونو دوارہ خواوي کله چې 
1- ج × وکری» سره مساوی دی 4 که نه؟ с 2 с‏ 2 
 7( аа О‏ )1101 


х-»-1 х-»-1 х-»-1 


١ لر‎ 

ددې فعالیت د سرته رسولو ДЭ‏ لاندې پوښتنو ته ځوابونه پیدا کری: 

۰ که × د 2 عدد ته نژدې شي» نو د 2 + د = ГО)‏ تابع لېمیټ به څو وي؟ 

۰ که 3 <- د ته تقرب وكري نو د ×2 = (۴)ع تابع لېمیټ پیدا کری. 
А 38‏ ۲ 

()ع Шт / (х) + іт‏ پیداکړئ 


а(х)‏ ص۰11 () / Ши‏ پیدا کرک. 


Ма lim f (x) +lim g(x) е‏ کری. 
له پورتني فعالیت څخه لاندي پایلی لیکلای شو: 
а(х) = В 20:12:‏ وي» نو: 
Kf (x) = K lim у(х) = КА С нэ‏ سنا )1 
g(*)]= lim (х) + lim g(x) = 4+ B‏ ٭ (х)‏ 0 )2 
lim[/0)-g(0]= lim ۵ lim g(r) = 8‏ )3 


4) 2р 1 - 12 208 27 
8(5)| limg(x) В ۲ 


5) lim 4//(4) = slim (х) -44, lim (х) = 4>0 


ха 


له پورتنیو خواصو څخه دري خاصیتونه ثبوتوو او پاتي یې د زده‌کوونک وکورنی دنده ده. 
بې نھایت کوچنی تابع گانی: د 269 تابع کله چې ха‏ ته نژدي شي» بې نهایت کوچنی بللې کېږي» که 


چېرې 0- (د)2 113 وي. 
аа‏ 4 د 


С? 


1- ددي لپاره چی 20 () lim‏ سره شي» لازم او كافي ده چې د |1463 تابع د يوه ثابت عدد b‏ او يوي بې 
نهایت کوچني تابع ()6 کله چې 4 <- × د مجموعي په شکل وښودل شي» یعنی: 
()ء +2 Јо)‏ 


Пт («)ءع‎ = 0 


د( 22+0 | 


Ч |‏ 
2- که چبري [ ۳69 ха‏ ته نژدي شي» بې نھایت کوچنی تابع وي» خو صفر نه وي» نو ٦ھ‏ ۶ ٩‏ 


د بې نهایت کوچنی تابع گانو مجموعه بيا هم يوه بې نهایت کوچنی تابع ده. 
3 د بې نهایت کوچنیو تابع گانو د ضرب حاصل بيا هم يوه بې نهایت کوچنی تابع ده. 
4- که چبري (х)‏ يوه بې نهایت کوچنی تابع او и(х)‏ داسې يوه تابع وي چې لېميټ يې صفر نه وي» نود 
ې تابع يوه بې نهایت کوچنی تابع ده. 
مثال: 
)د 9- ر-(د)ء تابع کله چې 3 7 » يوه بې نهایت کوچنی تابع ده خکه چې: 
0-(9- )سنا 


1 
П‏ کت .0 تابع کله چې مه جج х‏ ته نژدې شي بې نهایت کوچنی تابع ده: 


lim (х) = П =0 
хоо جر‎ 2х 


پوشقفي: د تبرو خاصیتونو په مرسته لاندي سوالونه حل کړئ. 
اب 2-27 = -lim1 = 21007 шил‏ 27 سنا (1- 22°( سنا )1 
6ھ )4-()4-( = (1- тх 1): (х‏ = )1 )ونا )2 
1105147-1173 
in Е ЕИ 5 ۳ 3‏ 9 
د پورتنیو پوښتنو له حل خخه د لېمیټ یو خاصیت داسې بیان او ثبووو: مت 
1. د څو تاب عگانو د مجموعي لېمیټ د نومورو هرې تابع د لبمیتونو له مجموعې سره مساوي دي» یعنی: که 
چېرې د ЛО), ЛО)‏ تابع گانی وي» نو لرو چی: 
О) + lim £ (x)‏ صناحا(ي)/ +()۲] lim‏ 
ثبوت کہ رط = () آنا , اح (д)‏ سنا او ё,‏ او رع بې نهایت کوچنی تاب ع گانې وي» نو: 
+b,‏ 5 =])70 د(بد)/| lim‏ 
لاس “байга FE)‏ 


f(x) < رط‎ +۵ 7 > Р(х) + f(x) = ) +) +0, +е,) = رط‎ +b, + СЕГЭ 
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خرنگه چې )816( د بې نهایت کوچنیو تابع گانو مجموعه او تفاضل ده او د بې نهایت کوچنیو تابع گانو 
مجموعه او تفاضل بیاهم يوه بې نهایت کوچنی تابع ده» نو: 
(مد)/صناخدپ«)/ lim‏ = ماخ ,2 [(یند) + ()/] lim‏ 
2. د دوو یا څو تاب عگانو د ضرب د حاصل لېمیټ د نومورو تاب ع گانو د لبمیتونو د ضرب له حاصل سره مساوي دی: 
ثبوت: 
lim ЛО) іта ЈО) = 6-6,‏ = )0 )کر lim‏ 
ls ароз)‏ ار 
٠+۰۶.‏ رط+ ,€‘ ط+ رط 2 (۲) J (x):‏ 
خرنگه چې 6 او 5 وہ رکوچني عددونه دي» نود ضرب حاصل يې د ,۵ او Б,‏ سره او همداشان په خپل و کې 
بي‌نهایت کوچنی کېږي» نو: 
lim f (x) im f(x»)‏ = و۰ بط lim [£(%)° £ (x2)]=‏ 
3. د دوو تاب‌گانو د نسبت لېمیټ د هغو تاب عگانو د لبمیتونو له نسبت څخه عبارت دی» لکه په لاندې ډول: 
0س0 


: XJ =D +0 
™ а) اپ یس‎ 


87 ۶+ ط = О)‏ 
6+ ()2 رع + رط > (د) چو 


А 
د مساوات له دوارو خواوو خخه سل تفریق کوو:‎ 


2 

ҒО) Ш 5 _ 6۱ Еэ 5 _ یط (ع + طارط‎ +е,) 
g(x) 8, b +e, یط‎ Б,(Б, +€») 

و06 – قرط 25 و06 - ظط - bb, + D€,‏ :2 

٤٢ (‏ )ږا (ر+یطارط 
,6+ یط + و06 - Е Dı _ D€‏ و8 J )( Б‏ 
Б,(5, +е,)‏ بط )€+ مطارط g(x)‏ 
ТО) _ 5+8‏ ,€+ بط 5 )+506 


- = - 
(2)ظ 014 ۸ ۶۶9۶ "ھ7‎ Db te, 
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څرنگه چې 6 او ر ډې ر کوچني مثبت عددونه( 1 > ۶ > 0)دي» ن وکله چې а‏ × وكري صف ركبري او په 
ЧА‏ کې په لاس راخي چې: 
lim f(x)‏ 
ا2 _ ا 
lime) 5,‏ وه 


د سانډویچ قضیه: که چبري د (х), Р(х)‏ او h(x)‏ تابع گانی د هر х‏ لپاره په يوه غير ترلي انتروال کې چې 
د 0 عدد په کی شامل دی‌رول و که (x # a‏ ار ОЕ ЕА‏ شرط صدق وكري په هغه صورت کې 
چې lim £ (x) = b = (х)‏ وي» نو = (۴)ع 11۳ دی. 


2 )2 
مثال: که د и(х)‏ تابع دغه خاصیت( и(х) > ЇГ‏ 12 په لاس راوری. 


2 2 


х н 37‏ 
حل: لیدل کېږي چې 0008 == вер‏ نو د سانابویج د قضیی په پام کې نیولو سره لرو چې: 

limu(x) -1‏ 
قضیه: که چبري ГО)‏ او ЯО)‏ داسی تب گني وي چي ГО) а(х)‏ لبمیت د شتون به صورت کي 
یې لمېیټ lim f(x) < lim 8(Х)‏ سره دی. 


: 5 ХЄОГОЙХ 152+ 4 152-4 ۱ 
ОВЕ ما کی کم‎ 
لپاره لرو > ()/ دی.‎ × <1 
حل:‎ 
А . 15-4 15 
lim f(x) = lim ----3 
шоо хэх 6+۔رڈ‎ 5 
. . 15х+4 15 
lim g(x) = lim ----3 
шэг ) хоо 5х-6 5 
{ 
2 
1( ر2 - ید6 سنا‎ +5х+3 2) lim x’ - 2-5 3( سو"‎ 8 
х-» ОНЫ ыг = 
532240) 2 
4) Ши ————— 5) lim Nx -2 600 - 27 
) 0 (2х-5)-9 ) ال ) 2جےر‎ х2-4х-1 


© 


۵ نسبتی تابح گانو لبمیتونه 
آیا پوهیری چې مخامخ اریکی په خه نامه باديري؟ 


е 


2 


ө‏ د 1- × = ر تابع لېمیټ هغه وخت پیداکرئ چې 2- ج د ته تقرب وكري. 


2 
хог‏ 
دا Ул‏ تابع لېمیټ هغه وخت پیداکری چې 1<- ۲ ته تقرب وکړي. 
Х-‏ 1 7 
1ت2 
ө‏ د س = ر تابع لېمیټ هغه وخت پیداکرئ چې ХЭ ٥‏ ته تقرب وکړي. 
٤ : : х+‏ : 


له پورتنی فعالیت څخه لاندي پایله لیکلای شو: 
46 
۰ د خینو تاب عگانو لېمیټ مستقیما د قب قیمت په وضع کولو سره لاسته راخي. 
. ځنې تلع گئی د , 22 , - ,0:20 ... مبهم شکلونه لري چې د ابهام د له منځه ورلو څخه وروسته د 


تابع لېمیټ لاسته راخي چې په لاندي دول یې تر خبرنی لاندي نیسو: 


- د - مبهم شکا : 
9 
چې 
لے ہک سر د 2 ۱ 
٠‏ ناو ال تم ای 2-2 


۰ آباد Р(х)‏ تابع په داسې جول ساده کولای شو چې د х-1‏ لپارہ یو معین قیمت ولري؟ 
د پورتني فعالیت پایله داسی بیانوو: 
0 
که چېرې يوه تابع د шог тг.‏ ساده 
کوو د ابهام عامل(خبيثه فکتور) له منځه وړو او بيا یې د لېمیټ قیمت په لاس راورو. 
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مثال:لاندي لبمیتونه يدا کی 


2 9 
1) lim аа 7 ҸЕ) ња 24 
хэ-2 2جےر 2 ېږ‎ 222 хэ16 х-16 
ЭР حل: لومری د لېمیټ بڼه‎ 


x” -4 )-2”-4 0‏ 
سو د لر 2X2‏ 


1 0 ٢ 
څرنگه چې پاسنې لبمیتونه 2 بڼه لري» نو د تجزیی په مرسته یې وروسته له ساده کولو څخه د لېمیټ قیمت په‎ 


0 
لاندې ډول په لاس راوړو: 
ار دو ٢‏ 
х-»-2 (х ар 2) х-»-2‏ 
lim -6х-8 27-12-8 0‏ )2 
хэ200х-2 221‏ 
حل: بيا هم لېمیټ د 2 مبهم شکل 44 
ЕЕ‏ اس )له 
)58-50 00 2جبر 
шад‏ )3 


іт = 

0 ص7 
0 

حل: لیدل کېږي چې نوموری لېمیټ بيا هم د 0 АВ‏ لري» نو د لېميټ د لاسته راورلو لپاره د کسر صورت او 


مخرج د صورت په مزدوج کې ضربوو: 
эг (х-16)‏ 
lim‏ = . 0 ج 
x16 х-16 4х-4 х9160516)(4/х +4)‏ 
1 1 ۱۷ = 
TA 8‏ )لل х-16‏ 
> 
ээ‏ 7 
Шша------2 үүргээ. 3 lim 27‏ 1 
و ) х2-1‏ :2 22 + زل دج ) 
1 ا 20214 
و осе‏ ےھ 750 
0ج ر хэ»? Х-‏ 


ө‏ د 4-1 +x?‏ 2 = () تابع لېمیټ چې ۰0 ج × وخبری. 


.9 د г(х)-х”-2х-4‏ تابع لېمیټ چې ۰0 ج × وخبری. 


5 : 
шээг ۰‏ 
О‏ 20 
٢ »9‏ نابع لېمیټ هغه وخت په لاس راوړئ چې و 21 وکړي. 
۰ لاس را مه х‏ وکړي 
за‏ تابع لېمیټ هغه وخت په س راوړئ چې و 5 


له پاسني فعالیت خخه لاندي پایله په لاس راخي: 


پابله: هغه توابع چې د -- بڼه ولري د لم لېمیټ دپیدا کولو لباره د بی داسې کړنه کوو: 
د تابع صورت او مخرج په هغه متحول چې تر ټولو لوی توان ولري وېشو» وروسته له ساده کولو خخه یې 
لېمیټ په لاس راخي. 


lim‏ ۳ پیدا کری. 


© إا ات 
حل: لومری د لېمیټ بڼه ټاکو: = = 


1۳ = - 
хэо 37-2 00-2 00 


ان ГРАЧ Е.‏ مق ۰ - ا 2 2 2 
خرنگه چې پوښتنه د -- شکل لري» نو صورت او مخرج په × باندي وپشو: 


1 2 :128 
اد 7 گ دا پک 2 
ол =‏ تایه - سنا 
تع 3 3-2 2 хэвд‏ 2 خپ سبم 2 32 хә‏ 
E 34 52,‏ 


і ۳ ۲ 1‏ 
2 2 2 2 
وف ترا مہ تن 
1 1-0 122 رر 2 کرس و شر 
Е х 25‏ 


ОО 220 2‏ 
یادونه: هغه تا کی چي ہے بڼه ولري» پرته له دې چې عملیه پري سرته ورسوو کولای شو په لاندي 


دول د هغوی لېمیټ په لاس راورو: 


0 


т-1 


ax" -ах" +..+а, 
د‎ 
п 7-1 
box" +bx" +...+b, 
حالتونه ممکن دی:‎ 


1- د т=п‏ لپاره د نوموری کسر لېمیټ عبارت دی له 25 


0 


= تابع په پام کې ونیسی که چېرې )00 «- ۲ کری وي» نو دلته دري 


2- د ور > ورر لپاره د نوموری کسر لېمیټ عبارت له صفر خخه دی. 


3- د m>n‏ لپاره د نوموری کسر لېمیټ عبارت له 0 + څخه دی۔ 


خلورم مثال: لاندې لبمیتونه Ма‏ کړئ. 


„3х? –‏ 1ج - >6 یھ 
2 کې )3 мэс XxX +x‏ سنا )2 lim х 2 2 х‏ )1 
шог ۶ SX - OI тэс!‏ 


7 гоо е 
lim = іт Р 
مور‎ -Х -2х ات‎ x50 — پر‎ 


1- خرنگه چې т=п‏ دی نو: 6- = 


و لور د ЖЭ‏ 
lim =‏ 


2- خرنکه چې 1 > 771 دی» نو د نوموری تابع لیمیتّ صفر دی. = 0 го‏ 


3- خرنگه چې 21 11 دی » نو د نوموري تابع لیمیټ مساوي له ОО‏ سره دی: 


2 7 
lim = 0‏ 
1+ سد 
يادو نه: زدهکوونکي دې ورکړل شوي ځوابونه په کو ر کې د عملیې د سرته رسولو څخه وروسته په لاس 
راوړي. 
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1 
Ч 
Тосыг 


لاندي لبمیتونه پیدا کری ؟ 


CO‏ 0ھ 


а 


3) lim 


پر ۵ 


х ورد‎ 


хэю درک ٹر‎ 4 
2 3х"-2 
lim 

70" 9881 


2( 0 


5) 


1) lim 


رح ار ټم و 


ایت ره وژ 


2013 


4) lim 


Х- ОО 


1۔ د (۰0-) او )0-00( مبهم شکلونه 


د مخامخ لبمیتونو قیمتونه پیدا کری. 
х-1‏ 1 
lim‏ 
x —4‏ له x‏ مم 
x‏ 
٦-۔‏ 
22 سنا 
1-3 


د а+1‏ مزدوج ولیکی. 

د 1- ۹ مزدوج ولیکی. 

د 1+ له- لہ = ЈО)‏ لېمیټ پیداکرئ: کله چې ته <- ند تقرب وكري. 

9 د ГО) -(2х:-1(х41)‏ تب لېمیټ وټاکئ» کله چې 0 ج × تقرب وكري. 

له پورتني فعالیت څخه پایله داسې بیانوو: 

د هغو تاب گانو چې د (0 -00( او )0-90( مبهم شکلونه ولري د لبم لېمیټ د پیدا کولو لپاره يې د کسرونو 


0 
له جمع کولوء ضرب او مزدوج خخه گته اخلو او هغه داسې ساده کوو. تر څو چې د 0 اویا ‏ بڼه غوره 


كري» وروسته یې لېمیټ په لاس راورو. 


مثال: لاندي لبمیتونه Ма‏ کری. 


: 9 8х-10 1 1 

ШИН و ار‎ 2 ши(х 1 24) 

ШИШ гон и. د‎ 

а 9 8х+10 8.1+10 9 8 

lim - Баг ہے‎ 1 
رت‎ ۳ Il ۷ 0 حل‎ 

2ک 277 

0_ الکو _ 10- ۲ر8 ( ۳ 9۲ }= 

х1 х2 -1 .. © 


= lim = 
шил 1-1) х-1х41 2 


С 
3 


1 
2) 11۳7-1۳ =? 
( х0) гэ 
1 1 1 


حل2: 2 اا تا 


لیدل کېږي چې نوموری لېمیټ د (0-оо)‏ مبهم شکل لري؛ نو: 
х-1 : х-1 207 Ї‏ 

lim = lim = Шр 

x41 х? -2Хх- 3 ابر‎ (х–1)(х+3) х1 х+3 4 


1( lim(x +1 - ух) 2( سس‎ : 5) 
хоо و || اوه‎ 1-х 

3) (х? 8х3) 4) 212 2, 
хо х5 х= 5 


5) lim(x + a له‎ ١( 


0002005 مبهم شکلونه 
د مخامخ لېمیټ مبهم شکل وټاکئ؟ 


۳ 7 


و 


سب | ہج 


د 7 = ر تابع لېمیټ په هغه صورت کې پیدا کړئ چې 0 ج × وکړي. 


1 
٠‏ د "( ۳  )1‏ ر لېمیټ بڼه په هغه صورت کې وټاکئ چې 90 + × وکړي. 
٥‏ دکومې عملیی په مرسته کولای شو چې د 1,٥,0"‏ مبهم شکلونو ابھام له منخه وبسو؟ 


د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 


11111) 1 + 510 х) 


х0 


که چېرې يوه تابع پورتني مبهم شکلونه خانته غوره کړي» هغه د طبيعي لوگاریتم په مرسته د 0۰00 شکل ته د ارولو 


lim(f )((۳ > In(lim /(:557) = lim(ln /(5597) = [е (х) а £ (0|  :ینعب ور دي‎ 


یادونه: 


1 
1- که چېرې ۰0 ج п‏ وكري د "(- а,  )1‏ ترادف 2.71828182 = ٤‏ عدد ته تقرب کوي. 
۲٦ ۰ 11 ۲ 1‏ 


چې په لاندې جدول کې ښکارېږي: 
”کا 
11 
2 
225 
22 
26 
9 ً20 
22 


26 
27 


2849 


2.718281828 


1.1 
1.01 
1.001 
1.0001 
1.00001 


1.000001 
1+10° 


11 
1 
05 
0.2 
0.1 
0.01 
0.001 
0.0001 
0.00001 
0.000001 
107 


НИ 2-0 
п 


مه چم 


100 

1000 

10000 
100000 
1000000 
1000000000 


نو 2.718281828 lim( +) =е=‏ دی چې ... 2.71 = عدد ته د 110167 عدد وايي. 


-П‏ لاندې لیمیتونه پیداکرئ: 


اک = **)& بل هنز )2 
х‏ 


=1 


е — 


517 х0 Х 


1 
1) limd +a)“ =e 


аг ши 4) lim 


х0 


ثبوت: پوهېږو چې څلور واړه پوښتنې د 1 مبهم شکلونه لري. 


1 


== ج موجہ ج 0ج 0 , ہے‎ lim(l +a)“ = lim(1 + Û)" = e 
х а 7 х 


1( ال‎ 
а 


2) رر + منز‎ е"? 
00ج ېر‎ Х 


а 
хэ-- J> = ид 


и-»0 


а 1 ар 
їш(1--0) “ нан | 


مہ جہ زر ج и-э0‏ 


3 


17 1 ПИ 
lim ЦАА “11 045 - ов 
иә | 2 


Е 1 
۱ ۶٦ 2) Р ا‎ ۷ 23 
اہر‎ x х-э0| х х0 
11 1 
Inj 100)1 ۳ (٣ ,Хэ-- 
х0 и 


1 
0 о> 


ы 


1 
In lim(l х)" - нү بو‎ | = 106-1 
20-53 и 00 1 
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4) ج ۳ > 6-1 - رز‎ х= 1۳0+ у) 


: 7 7777 کک یں 
х-0 х у0 (1 + у) у0 10 + у) ЇЙЛ 10 + у)‏ 
У‏ 0بر У‏ 
1 1 1 1 
0 چ 70ل سے رر = = 
in 7‏ ور lim Ind‏ 
у-»0 У нар, 1 аг у)‏ 
Ш 1 Ж урд ий 1‏ 


гаг 
00ج‎ Х 


د “ا مبهم شکل عمومي حالت: که چېرې د اکسپوننشیل تابع لہمیت يعني ' :)1101 د ”1 مبهم شکل 


خانته غوره کړي په دې حالت کی 1- 1 < یم سره تعویضوو په نتیجه کی: 


х-»а х. 


У 2 
шти" = [1+0 |7 Е 011۳0۳9 


خرنگه چی ٣-1‏ > 0 دی که چپري 51-91 0  -<‏ ته نژدي کېږي په پابله کې : 
lim [v(u-1)]‏ 
lim [v(u-1)]‏ نت 

| ЕОс 19 


ёо - цага‏ '[۷ب]ة اسنا 


])1– هناد , e‏ = ")ونا 


: و2 : 
لومری مثال:د ши)‏ لېمیټ قیمت په لاس راوری. 
ЈА‏ ی دس ها را ٹک .و 


и-1-- , ۷ < х 
Xx 


- 1 و" ٤ li x0‏ د 
x40 ۳‏ 28 


زاو پد 


lim(l + 2, гэсс 


x‏ 0و+ہر 
5-× 


دویم مثال: د 1222 0 قیمت محاسبه کړئ. 
Х‏ موجر 


په کٹ ا 
02005 ات رت ۱ 


О, 


خرنگه چې معلومبري نوموری لېمیټ د ”1 مبهم شکل لري» نو له فورمول څخه کار اخلو: 


lim(l + ی‎ = e 
مور‎ 727 
1 دم‎ 
и=1+— , үз 
х 2 
А : 2 0 
Р= )هن‎ -1([> lim) 2 ور کے‎ = lim اوک کا حا نے‎ 
ха хоо x0 хэо 2% Е 


5- 
نت ووو لک + lim(l‏ 


1 
27-7 : 
دربم مثال: ? lim(cosx)‏ 


1 
حل: د تبر په شان بياهم لومری د لېمیټ بنه ټاکۍ 1 = іт(соѕх)"‏ 
خرنگه چې معلومبري لېمیټ د 17 مبهم شکل لري د فورمول په مرسته بې محاسبه کوو: 


lim(cos х)" = e 
х0 


او ا و اک ٹوک 1 њу 1 (со8х-‏ -[(1-)«]هنا ۶ط 
Э0‏ وی 20-34 


хэд х х-э0 х(соѕх+1) 
COS х + ور ووع‎ - 609-1 ٠ cos? х - "ونو‎ Х-008 х 
х(соѕх +1) х-э0 х(соѕх +1) 
2 н 92 Їїш 5107 7 _ 1. 0 20 
1وو‎ ٦ 2 
1 
о РОО کک ار کک‎ 
lim(cos x) =€ =€ =| لس ک‎ 
لاندې لبمیتونه محاسبهکړئ‎ 
1) (1+ Хул занга 
хоо بر‎ ах 
١ ۳ 7 
тас“ 4) lim + ")ك‎ 
مجر‎ Хх-1 مجر‎ n 


1 


5( lim(cos 277 
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د مثلثاتي تابح گانو لېمیټ 
functions limits‏ +101 7۷180110111 


که ديوي دايري شعاع یو واحد )101 وي» نوموړي 


دايري ته څه دول دایره وايي. о‏ 


٭ دوضعیه کمیاتو په سیستم کې د (0,7)) په مثلثاني دايره کې د 0 مركزي زاوبه رسم کړئ. 

۰ د € له بهرني يكي څخه په دایرہ باندې د ОХ‏ پر محور د СА‏ مماس او МВ‏ عمود رسم کړئ. 

ө‏ )یکی ددايري له مرکز سره وصل کړئ. 

۰ د مرکزي زاوبې د مقابل قوس د اندازه کولو واحد په گوته کړئ. 

له پورتني فعالیت څخه قضیه داسې بیان او ثبوتوو: 

قضیه: د يوي زاوبی د ساین او د هغې زاویی د نسبت لېمیټ مساوي په (1) دي» کله چې زاوبه صفر ته تقرب وکړي. 


9180 _ 


lim 1‏ 
0 0-0 
ثبوت: په لاندي شکل کی د МОА‏ او СОА‏ د مثلئونو او ОМА‏ د قطاع مساحتونه په لاس راورو: 
BM‏ == 1-1 
سح МОА >= — ОА: ВМ = -۰۳۰ ВМ‏ مثلث مساحت 
2 2 2 
3 2 1( 2-1 : 
ОАМ 212 С‏ قطاع مساحت 
Е 06 сай БЫ‏ او 
Ши"‏ 1 , 
مر کے 7 5 7 СОА‏ مساحت 
90 2 2 2 
Б |а 1‏ 0 
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۰ ۰ 2 ۰ 
د نامساواتو دواره خواوي په л‏ مر 


ВИЕ ВАЧ =» 5100 >0 <1ап0 = 1> 2 « 1 
r r 5180 со80 
ѕіп Ө . SMO | 
ج‎ с080----2Э1-» 11۳00090 < шїп < іт] 
9 0-0 0-0 0 0-0 


د ساندویج د قضیې پر بنسټ معلومپري چې 1= 1116050[ او همدارنگه 1= 1711[ دی نو 


یي ی 
پوهېږو چې د هرې زاویي ساین د (1) او (1-) د عددونو تر منځ تحول کوي: 
1 > 9100 > 1 - 
1 510 1 
9 9 0 


د سانډوېچ د قضیې پر اساس لیکلای شو چې: 


7 0= وو 
1“ سور نک 

Ээ 

0+» 0 


په پایله کی وبلای شو چې د يوي زاوبی ساین او د هغې زاوبې د نسبت لہمیتّ مساوي په صفر دی هغه وخت چې 


}49 بي‌نهایت ته نژدي شي. 


sin 


2 
لومری مثال: ” 


х 
حل: که 0 = 25 نو =« کېږي» خرنگه چې 0 <- × کری دی» نو0 ج :6 کوي» نو لیکلای شو:‎ 


Sin а сэ 8 


шин 


а а 
2 


Stan 2x 


۳ lim دهم مثال:‎ 
0جےر حل کړئ‎ 7х Ј وم‎ 
حل:‎ 
SIn 2x SIn 2x SIn 2x 
Stan 2x _ 0092 _ Ssin 2x اج‎ Эх ёл 2x 
Тр? 7х 7хсоѕ2х 7хсоѕ2х 7соѕ2х 
у 5122 
кт 21822 _ 0 2 2x 0 
хэ0 7х 7 limcos 2x 7 
. 1-7 А 
حل کری.‎ Пт دریم مثال:‎ 
اعت از‎ 217 
سره دی» نو:‎ 1-6092 = 28 х حل: پوهبرو چې‎ 
“сс 11. 
lim = lim 
x40 х اہر‎ х 
>2 00ا سف‎ 
х0 59 х0 
خلورم مثال: سس 1 پیداکری:‎ 
ویب وو‎ sin 5x | 
حل:‎ 
3 Sin 3x 2 
sin Зх ٣75 1 
ہہ‎ 37 = lim соѕ3х = іт 007 2 37 و‎ нх 3 1 8 3 
сооз 5 8105۴ 5x 818057 51 5 
5х хэ0 ۶ 
. 00946-6۲7 
لاس راوری.‎ сон پنخم مثال:‎ 
۱ . 0+ . 0-0 
نو:‎ 6090, - соѕ 8 = -2 حل :پوهېږو چې ی‎ 
. 42304 6 . 42-6 
- 2 0 sin 
lim ہے‎ 2 
0ج ر‎ 1 
доо 2 221 5510 5х ا ہہ‎ 
х-»0 59 х-»0 5х х-»0 ря 
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که پر = ×5 سره وي» او 0ج х‏ نو0 ج у‏ کوي» نو: 


sin у Sin x 


=10lim lim -10.1.1-10 
0-بر‎ У хэ0 х 
са 
لاندي لبمیتونه محاسبه کری.‎ 
511(х+ —) 2 1 
1) زا‎ i می رد‎ 58 
х-э0 1 а. x20 1 + tan x 
+ 
6 
. 8107 - ۲ . 27 ша”: 
4) 0 5) ونا‎ 6( 97 
х0 59 хэ0 1 3X х0 
7) ا ہن‎ 3 lim Усо82х-с08х-1 9) عم )ونا‎ х+ѕіп? х) 
ار‎ Х - х وت پل‎ 


د تابع گانو متمادبت 
Continuity of functions‏ 
شکلونو ته پام وکړئ. 
لومړی او دوبم پلونه یو له بل څخه څه توپیر لري» خپل 
نظر بیان کړئ. 


د تابع‌گانو گرافونه مختلف شکلونه لري چې خینی يې په بوه قلم پرته له دې چې د قلم څوکه له کاغذ څخه پورته 
شي رسمېږي» متصلې یا متمادي تاب ع گانې بلل کېږي او خيني يې په يوه قلم نه شي رسمبدلای یعنی د رسم په 
وخت کې بايد د قلم څوکه یو ځل یا څو ځلې د کاغذ څخه پورته شي» ځکه په يوه برخه کې بې گراف غوڅ وي» 


ча Јр тора گني بهلرموری تکي کې غیر متصلي با غیر‎ ЛЖ 


%- 
٩ А 

ө‏ د 4۲+ Т(х)-х‏ تابع گراف رسم کری. 

۰ د ()7 دتابع لېمیټ د 1= × په نقطه کې پیدا کری. 

ө‏ د (د) ر د تابع قیمت د 1= ۲ په نقطه کې پیدا او وروسته دواره اړیکې سره پرتله کړئ. 


پایله:د у= Ј(х)‏ تابع د х=а‏ په ټکي کې متمادي بلله کېږي چې لاندي شرطونه په کې صدق وکړي. 
1- د (٭)/ تابع د а‏ په ټکې کې تعریف شوي وي. 

2- راکرل شوي تابع د а‏ په ټکې کې لېمیټ ولري. 

3- د (60 قیمت بايد د  )5(‏ له لېميټ سره مساوي وي: (а)‏ = (×) 1107 
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لومری مثال: وښيئ چې د 2-1 + × = (ند)کر تابع د 2 х=‏ په تکی کی متمادي ده. 
حل :څرنگه چې د تابع د تعریف ساحه ټول حقيقي عددونه دي» نو د متمادیت له شرطونو څخه لیکلای شو: 
2e Dom f(x) = IR‏ (1 
lim)? +2x-1) = 4+ 4-1 =7‏ )2 
77یف مہا کت хэ‏ 
а:‏ 4-1-7 2-(2)/ (3 
خرنگه چې د متمادیت دري واړه شرطونه په کې حقیقت لري» بناء تابع متمادي ده. 


2 - 


: 1 
دوبم مثال: د کت = د تابع متمادیت د اا و په ټکي کې وڅېړئ. 


حل: د (د) ر د تابع د تعربف ساحه عبارت ده له: (1-] 7۳۱ 


او 0 = ---- 
0 1+ پر хэ-1‏ 


خرنگه چې لیدل کېږي 1 -د تابع د تعریف په ساحه کې شامل نه دی» РТУ?‏ 1- په ټکي کې متمادي 


نه ده. 


20-21 0220 


ہے و ل٢‏ ون 2= × په ټکي کی وڅېړئ. 


دریم مثال: د 


шш lim (х? -3)-1‏ 
а 2 4‏ ور х-э2"‏ 
Пп f(x) = lim f(x) > іт (х) = f(2)‏ ج 
ООР л "27 22 2‏ *2جیر ٢‏ د) lim f(x) = lim‏ 
2ےہر 2جےر 
په پایله کې وبلای شو چې تابع په نوموړي تک يکي 
متمادي ده» لکه چې په شکل کې لبدل کېږي. 


шаг 5 8‏ 
خلورم مثال: x<1‏ و 1-7۲ 


حل: 


۶-۱ وي نود 1= × په يكي کې د تابع متمادیت وخبری. 


lim f(x) =1-x =0] lim )( 277123 
[جےر‎ хә х ==, lim Р(х) = lim 23) 
х1 СОАР 


1029 


lim f(x) = 11۳01 - х= 0 
چو [جبر‎ 1 


نو تابع په 1 = × کې غير متمادي ده. 


پایله: که چېرې د (х)‏ تابع د ٩‏ = د په ټکي کې )5(/ په (а)‏ × کې متمادي وي» نو (()ج)/ په 
= × کې هم متمادي ده» یعنی: 

lim /(в09) = f (lim g(x) = /(в(4)) 

1) lim(/(0)* = سن‎ О), ас 

2) ТӨВ 2-8 

3 lim log, £ (x) =log, (lim /)×(( 

4) limsin /(х) = sin(lim 705) 


ца 


202 9 
پنځم مثال :که ПО‏ وي او ۶-3 × وي. 
заг‏ 
آبا د (х)‏ تابع د 3- - پر په ټکي کې متمادي ده؟ 
حل: خرنگه چې تابع د 3- = ٨‏ په نقطه کې نه ده تعریف شوي یا په بل عبارت د 3- عدد د تابع د تعربف په 
ساحه کې نه دی شامل» نوله دې امله تابع د 3- х=‏ په تک ی کې متمادي نه ده. 


غیر متمادیت: که چبري د ()7 تابع په 4 = × کې یو له لاندي دري شرطونو څخه و نه لري وایو چې کر په 
4 کې غير متمادي ده 4 а‏ یې د انفصال یکی دی. Хай!‏ په دري جوله دی. 

لومړی ډول: د کر تابع د 4 په يكي کې د ښي وکین لوري لبمیتونه ولري» خو مساوي نه وي. 

دویم وول: کم ت رکمه یو له دوو لبمییونورد ښي او کین لوري لبمیتونه» خخه موجود نه وي. 

دریم وول:که چبري تابع د 4 په ټکي کې لېمیټ ولري» خو 4 د کر د تعریف په ساحه کی شامل نه وي.(يوازي 
يو خالي ټکی وي.) 
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Ф 
ټکو کی د تابع متمادیت وخبری.‎ хэд په ورکر‎ 
дна 


а) (х) = х +5(х-2) ; х=3 5) Л) TET о 
ЕРЕ 8-2? ۰ سے‎ хэн Ї . هس‎ 
с) سے و کر وو‎ 2 а) 70 ا‎ 6, 
e) تت ود : ]4-3 0م‎ х=0 
х+х ۱ 2 
ورن زر 7 20م‎ 
3 e х+3 


د متمادی تابح گانو خاصیتونه 
د مخامخ مساواتو په ارہ سوچ وکړئ چې حقیقت 
لري او که ن؟ f(x)+ а(х)‏ = (2(0 +7( 
f(x)’ g(x)‏ = ((۰82) 
(Га ХХ) 2۶ 20( , g(%)#0‏ 


т 


ان" 
ө‏ که 1- ×= () وي د تابع متمادیت وڅېړئ. 
2(х)-хХ4345 ө‏ وي د تابع متمادیت وخبری. 
ہد Т(х)-8(х)‏ د تاب ع گانو متمادیت وڅېړئ. 


د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 


پابله: که د (х)‏ او (×)ع تاب گاني د 2-0 په ټکي کې متمادي وي» و له لاندي تاب گانو څخه يې 


هره يوه په 6 = × یا يوه انتروال کې متمادي ده. 


1- د تب عگانو جمع (х)‏ +1۵ 
2- د تاب عگانو تفریق ТО9-808‏ 
3- دتابعگانو ضرب 00 
4- د تاب گانو تقسیم #0 а(х)‏ : 10 
)805 


لومړۍ بپلگه: که /(х)-х7--3‏ او -х7-3х-2‏ )8(3 وي نو: 
1- ]او و د 1 - په كي کی متمادي دي ا و که نه؟ 

2- وخبری چی: 

الف (×)(ع + )2 (х)‏ +( وي. 


С) 


ب (۴)(ع۶۰) = (х) а(х)‏ د 1= »د په نقطه کې متمادي ده او که غير متمادي. 
ځل هره 1121-5122 
Р(х) = IR‏ )1 
lim f(x) = іт? +3) =4‏ )2 
3)=4+ 1°( = )70 )3 
نود / تابع د 1= ۲ په نقطه کی متمادي ده. 
Dg(x)= IR‏ )1 
2me alim +37 IND‏ 
12+3-1-2)=2( =)2(1 )3 
په همدې شان د چ تابع د 1= »د په ټکي کی هم متمادي ده. 
2- اوس د تاب عگانو د جمعې او ضرب د حاصل متمادیت خبرو: 
الف 
f£(x)+ g(x) =x +3 + x7” +3 -2 = 27 +3 +1‏ 
D(f()+ а(х) = IR‏ )1 
тх? +3х+1)=6‏ = [()ع lim| Го)‏ )2 
g(D -1-3-1-3-2)-6‏ +)(£ )3 
т 70) + g(0]= 70) + 80) = 6‏ 


1447 22 د خر د FOIS‏ 
IR‏ ((«)(و + DÎ(/‏ )1 
1+ نا g)00]=‏ + ]هن )2 


3) (7+ ру) = (2х + 3 +1()1( >6 
lim[(f + -(ص)(ع‎ (f + £) = 6 


په پایله کی د متمادي تابع گانو د جمعی حاصل د 1= × په نقطه کې متمادي دی. 


0 


6- 9 رې 020۳۴ Р(х) р(х) = ) +3)(х?‏ 
IR‏ = ((۵ ۳0/۰ )1 
9۰1-628 + 1+ 3.1+ 1ع )7-2( )2 
іт. (6-8‏ )3 
ЇннС/-800)-0/-400)-8‏ 
په پایله کې د متمادي تابع گانو د ضرب حاصل د 1= × په نقطه کی متمادي ده. 


دویمه ببلکه: که 237-2 а(х)‏ او (х) =х+1‏ وي» وخبری چې آيا (х): 8(х)‏ > 2= × 


په نقطه کی متمادي ده؟ 
حل: 
Dg() = IR 1) Df(x) = IR‏ )1 
lim( +1) =3‏ = (د)/ lim‏ )2 3.2-2-4- یہ ۶۹۶۹۶ هن )2 
=3х-2=3:2-2=4 3) /(2)-х41-3‏ (2)ع )3 
lim g(x) = g(2) = 4 lim f(x) = 70) 23‏ 


-2х+3х-2 = 3х? + × -2‏ 2ر3 = (х+10)(3х-2)‏ = (د)ع۰(د) /ر 
D(f (( = IR‏ 
(r): g(x)] = 3(4)+ 2-22‏ اسنا 
2-2-2 (3)4 = (2)( ۰ ) 
lim[/ (0-۰ g(0]= 07: g)(2) =12‏ 
په پایله کې لاس ته راخي چې (х) а(х)‏ د 2= × په يكي کې متمادي ده. 


О, 


سم 


1- ونیی چې لاندي تابع گاني په ورکړ شویو نقط و کې متمادي دي او که نه؟ 


1) (х) دح‎ –-2(х+1)° 2 

2 А x7 +3 E 

: نے 20+ ٹ5 +ر- ۳ )80 ) 
хүх-1‏ 

4 = ال 


2- سے روز تابع په 0= × کې غيرمتمادي ده. 


X 


د څپ رکي مهم ټکۍ 
وه ههه هه 0 0 ى 0 ٥‏ 0 0ک ٢ ٥ ٥ ٥ ٥ ٥ ٥ ٥‏ 
د متحول تقرب: ويل کېږي چې د 5 متحول د а‏ عدد ته تقرب کوي؛ په دا سې حال کې چې ٨‏ په اختياري 
ډول د а‏ عدد ته соў‏ کېږي» يعني د × او 4 ترمنځ تفاوت له ه رکوچني عددر 0 < 6) څخه کوچني ي دی يا په 
لاندې ډول: 
|x-a|+0‏ یا نج لت ا Үб»0: | х-а|5д‏ 

له ښي لوري د متحول تقرب: ( ٩‏ ج 5 که چېرې د ۲ د قیمتونو یو متناقص ترادف موجود وي» په داسې 
حال کې چې په تدريجي ډول د 4 اختياري عدد ته نژدې شي. 

"کل ج ... ,0.0001 x: a+0.1, a+0.01 , a+0.001 , a+‏ 
له کین لوري د متحول تقرب: ( 4 ج ×) که چېرې د ‏ د قیمتونویو متزاید ترادف موجود وي» په داسې 
حال کې چې Х‏ په تدريجي ډول د 4 اختياري عدد ته نژدې شي. 

x: 0-0.1 a—-0.01 و‎ a- 0.001 , 4-0.0001 , ... ج‎ а 
نو د × د متحول تقرب د 4 عدد ته معادل دی د × د متحول تقرب له ښي لوري او د × د متحول تقرب له چپ‎ 
لوري؛ يعني‎ 


х-эа = (х-эа!,х-эа) 


تعریف: که چبري د Р(х)‏ تابع په يوه غير تړلي انټروال کې چې د 0 عدد په هغې کی شامل وي کبدای شي چې 
تابع په а‏ کې نه وي تعریف شوی. که چېرې د متحول د а‏ عدد ته نژدې شي» نود Р(х)‏ تابع د | عددته 
نژدې کېږي» نو وبل کېږي چې د Р(х)‏ د تابع لېمیټ عبارت له / څخه دی کله چې د × متحول د а‏ عددته 


تقرب وکړي» نو داسې بی لیکو: ۱ کت 


۵ لېميټ خانگرتب‌اوي: کے [ او 8 دوي تالم خی وي» СЕ‏ او M‏ حقيقي عددونه وي» داسې 
چې £ = (х)‏ ها او рта (х) = М‏ لاندې رابطې لیکلای شو: 
І) 1۳/00 + (5) = іт f(x) + lim g(x) = L + M‏ 
g(x) = LM‏ سنا- () سنا = т/х) - g(x)‏ )2 
lim(f(x)- g (x)) = lim (х): Пт g(x) = L.M‏ )3 
о 3‏ 
7 
(х) = ҸЕ‏ صا = іт ү (х)‏ )5 


4) , M#0 , £(%)#0 


С? 


بې نهایت کو چنی تابح گاني: د &(х)‏ تابع کله چې ج х‏ ته نژدي شي» بې نهایت کوچنی بللې کېږي» که 
چېرې 0 = lime(x)‏ وي. 


د سانډ ویچ قضیه: که چېرې د g(x), f(x)‏ او h(x)‏ تاب ع گانې د هر 7 لپاره په يوه غير تړلي انتروال کې چې 
د 0 عدد په کې شامل دی‌رول و که (x ۶ a‏ او ТОО а(х) < (х)‏ شرط صدق وکړي په هغه صورت کې 


چې lim (х) = 0 = [i (х)‏ وي» نو = () ع 11111 دی. 


0 
۰ که چېرې يوه تابع د 7 مبهمه بڼه ولري» د لېمیټ د پیدا کولو لپاره ہی لومری تابع د تجزبې په مرسته ساده کوو 


او بيا بی لېمیټ په لاس راورو. 


71-1 


+ax” + ... +a,‏ تہ 
Бо 9 ۸٦‏ 


f )x(=‏ د تابع د لېمیټ د پیدا کولو لپاره چې 00 х ә‏ وکړي» عبارت 
دی له: 


0 
шал!‏ لپاره د نوموري کسر لیمیټ عبارت دی له 20 
0 


2 د 71 > 7 لپاره د نوموري کسر لیمیټ عبارت له صفر خخه دی. 
m>n 9‏ لپاره د نوموري کسر لیمیټ عبارت دی له +оо‏ 
۰ د هغو تاب ع گانو چې )202250( او )0:90( بڼه ولري د لہمیت د پیداکولو لپاره بی دکسرونو د جمعې» 


220 1077 
ضرب او مزدوج څخه گټه шиг E‏ 


۰ هخضه تاب مگ‌اني چسي د 1 مبهم شکلونه تر فورمسول خخضه 
т‏ 
mol 6. , Р= уи –1)]‏ لبمیتِ دپیدا کولو لپاره کار اخلو. 
۰ لاندي رابطه کله چی 0 ج Ө‏ وكري همپشه سمه ده. 
0 . 
lim -‏ 
0 0-0 
۰ د ул Л)‏ تابع د 4 = ۲ په یکی کې متمادي بلل کېږي» کله چې: 
(х) за 1‏ تابع په دومین کې شامل وي. 
2 راکرل شوی تابع د 4 په نقطه کې لېمیټ ولري. 
lim / (5) = f(a) 3‏ 


1 


С) 


لاندي پوښتنو ته خلور خوابونه ورکړل شوي دي» سم خواب يې په نښۀ کړي. 


32 - 0 


lim -1 
х0 х 
а) 2 Б) -2 с) 1 4) 3 
2228 ہے‎ 
E 
хэ-2 ×” زود‎ 2, 
5 5 
а) سات‎ р) = ال‎ 01 
و‎ = ) ) 
lim (2х +0.3) -3 
a) 1 b) 3 с)0 а) هیخ‌یو‎ 
im 3х 4 
хэ0 tan 27 
3 2 
а)1 60 с) = 4 = 
) ) ۳ 
و تو‎ 
و‎ 2732) 
4)2-42 2ه‎ с) 42 4 
1-85 х -6 
хэт 1+ 2 
1 1 
2(1 b) - 1. 4)4 
465 Ми لاندي لبمیتونه‎ -7 
22 
کا‎ сон 2) lim /3-х 
хэз 2y +1 کے‎ 
4 2 
5) 11 6 4) lim E 
хоолл ۰ ЗЭУ پج+ج,‎ 
229 : 2 
5) lim 3х7-2 6 9 ہے‎ 
хэс Х-1 پر3 + پر ېږ‎ -10 
تر‎ -2х-4 х"-3х-2 
7) بر ون‎ 8) lim مس سس‎ 
) го. ) хэ2 ×” + 37-10 
27 2 
9) їш 1) ہے شر‎ 
хэ? tan х x50 XCOSX 


С? 


о осе ک‎ 
"0*۳! TDL 


2 2 
х х 


2х+2 


22202) 
. 08Х-0083Х-8ШХ 
16) іт 


х0 а х? 


) 


14) lim 
) хэн 252] 


00 7 
хэ0 x + Sin ۴ 

20) lim ۷۶-2 Е 
шоог 2107 


3 
22) іт 
х-! SIN 77 ۲ 


ناس رز رید 
ا 


1 1 
)1۳ )26 
1 کرت ) 


5) 


© 


2 
08 а 
شه و ده د‎ 
ЇЕ) гн sin(a + х) + sin(a – х) 
хэ0 {ап(а + х) +їап(а — х) 
Ї5) їш سی ند‎ ны 
00 2 0 х 


2sin 2x sin x + sin х 


2 


17) lim 
х-»0 2 


19) іт - 2 9110 3x 918 2х 
х0 x tan 3x 
2 3 3(7 +и) 
مس‎ Sin 8(л +и) 


20 
санааны‏ رت 
5+ 6 - "پر مج 
2 
im 2 5‏ )25 


اا ال - 


دویم خبرکی 


С? 


شتقات 


Derivatives 
` 00-0 تابع په پام کی ونیسی د مخامخ‎ /)( = ٨ -1 د‎ 
ооо аиа, لو"‎ 407 
хі اا‎ 
ديوي منحني ميل‎ 
معلوم وي» نو د دې مستقیم خط ميل له کومې‎ В(х,,у,) که د يوه مستقیم خط دوه ټکې ( نز )4 او‎ : 
رابطې څخه په لاس راخي.‎ 


٥‏ آیادیوه مستقیم خط ميل ثابت او مساوي دي؟ که په يوه خانگري ټکي پورې ارہ لري؟ 

٥‏ آیاد مستقیم خط ميل د هغې زاوبې سره ارہ لري چې مستقیم خط يې د ٨‏ د محور له مثبت لوري سره 
جوروي؟ 

٩‏ آیاد مستقیم خط او منحني میلیونه یو شان پیدا کېږي؟ 

له پورتنیو پوښتنو څخه خرگندپري چې د منحني ميل په اسانی سره نشو پیدا کولای» خکه چې منحني خط په هر 

ټکي کې خپل مسیر ته بدلون وركوي او په مختلفو ټک و کې ببلاببل میلونه لري» نو له دې کبله لومری د يوه منحني 

خط ميل د هغه په يوه ټکي کې تعریفوو او بیا بې د محاسبې لپاره یو فورمول په لاس راورو. 


? 


є 


او ۱ 


е‏ د وضعیه کمیاتو په مستوي کی د 6 منحني خط رسم اود ۳ او ,۲ دوه ټکي پري وټاکئ. 
۰ د / په ټکي کی د ,۸ قاطع او د 0 په يکي کې د ۸ مماس رسم کړئ. 
۰ که د ټکی د ن) په منحنی باندي داسی حرکت وكري چې د 0 ټکې ته نژدي شي. په پابله کې د ,۸ 


مستقیم خط له ۸ مستقیم خط سره خه اریکه پيدا كوي؟ 


د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 
د ۸ د مسقتیم خط ميل چې د ٥‏ له منحني سره د ‏ په ھر ۸ 

نقطه کې مماس دی د هغې زاوبې له (181) سره مساوي С‏ ۱ 7:7 

دی چې مستقیم خط يې د × د محور له مثبت جھت 7 2 
سره جوروي. 1 гаа,‏ 


С) 


لومری مثال:د × = РО)‏ = ر له منحني سره د مماس ميل د РОД)‏ په يكي کې پیدا کری. 

حل: خرنگه چې د منحني ميل د مماس له میل سره د ‏ په ټکې کې برابر دي» نو ددي مماس ميل له هغه 
فورمول خخه چې دوي نقطي يې معلومي وي» نشو پیدا کولای» خکه دلته يوازي د يوي نقطې مختصات ورکرل 
شوی دي. ولې کولای شو د دې مماس د ميل تخميني قیمت د هغه قاطع خط له میل څخه چې د ۳ او ) له تکو 
خخه تېرېږي» پیدا کرو په هغه صورت کې چې د ) یکی د ‏ يكي ته نژدې شي د 70 د مماس ميل 2 ته 


تقرب کوي چې په لاندې جدول کې لیدل کېږي. 
Xx 2 07 1.001‏ 


ЦЭ . 9" الا د‎ 200 
Эд 


100-4,1-21-12) 


/ 
/РОЛ) 


و 


په عمومي دول هغه لومړی مختصه چې د Р(1,1)‏ ټکي ته نژدې ده په 7 ودلای شو چې ي وکوچنی 
مثبت یا منفی عدد دی خو 0 ۶ ۸ دی نو لیکلای شو: 

Ра+А) = (1+)? -1+ 2h + h? 
نو دا )14271412 , ۷۸ ټکی د منحني پر مخ راکرل شوی پروت دی» نو په پایله کی هغه مستقیم خط‎ 
او ( 2+7 +1, +00 له ټکو خخه تیریږي» ميل یې عبارت دی له:‎ Р(1,1) چی له‎ 


а (1--21--12)-1 2۸7 _ 
0 1 / 


که چېرې په شکل کې Л-»0‏ نو 7 جن کوي» قاطع خط د Р(1,1)‏ په نقطه کې مماس کېږي چې د 


б, 


2+1 


د لېمیټ دا عملیه مور ته دا امکان په لاس رآكوي چې د × = ر د تابع د منحني ميل په يوه اختياري ټکي 
٨)٤ (‏ کې په لاس راورو. که د 0 د يكي اختباري مختصات | )+( ۸ +« وي او د РО‏ ميل ته 
т‏ او د Р‏ په ټکي کې د مماس ميل په тр‏ سره وښیو لرو چې: 

“(хєх ی‎ ۱ ۱٠ 


2 + - ۲ Л Л 
ту lim(2x +1) = 2х 


2x+h 


نو په عمومي بڼه لیکلای شوہ که چېرې | А)], Р, РО)‏ + , ۸ + ]© د نوموړي منحني دوې اختياري 
نقطې وي» نو لاندې خارج قسمت چې د ۵۷٤0۳‏ د رابطې په نامه مشهور دی لکا شو: 
Хо+ А) – fC _ Лон) О)‏ 
/ ۲ - مر 
په حقیقت کې دا د هغه مستقیم خط میل دی چې د Р‏ او © له ټکو خخه تېرېږي. 
او د منحني ميل د هغې په هر اختیاري ټکي کې عبارت دی له: 
RES‏ 
دویم مثال: د × - × =  )٨(‏ د منحني سره د مماس میل د (2,0) په ټکي کې پیداکړئ. 
حل: د ۷6۱۷7108[ خارج قسمت تشکیل او د 2= ٨‏ په يکي کې د منحني ميل حسابوو: 
ЕО)‏ ا ا 0 СЮ)‏ 
h‏ 


0ج 7 0ج( ۶ ГА‏ 


5 ЗЕ 2 
22211012: 


Л-»0 Л 

. 21-4-4171 ل-‎ 24 ал 
سح[‎ <- 1] 
0را‎ 1 0 1 
Түшиг وت‎ ЕЕ 

Л-»0 Л Л-»0 


منخنی یا وسطي تغیر 
که یو جسم د يوه مستقیم خط پر مخ د حرکت په حال کې وي؛ طبيعي ده چې وهل شوی فاصله د زمان تابع ده 
JIMS). |‏ 

(О‏ سک 


27:27 جسم د وسطي سرعت په نامه 
2 


یعنی () = ٩‏ د ٤)‏ او را دوو وختونو خارج 
يادېږي او سرعت د ,1 په وخ ت کې عبارت له هغه حد يا لېمیټ څخه دی چې لحظوي سرعت بلل 


ہے )076 


т‏ وا اب-1 


9 


د پورتنی رابطي لېمیټ د 7 او ,1 په وخت کی داسې لیکو: 
۵5 _ 259 ګن im Oz)‏ 
۸7 کک و Ё-41,‏ 110 


په پایله کې وبلای شو چې د تابع او متحول د زباتوالي خارج قسمت ته متوسط تغییر وابي؛ یعنی: 
As 70-74)‏ 
At =‏ 
مثال: د ”× = ГО)‏ = ر په تابع کې د کر متوسط تغیرات د ]2,5[ کې پیداکرئ. 
حل: خرنگه چې 2 او ٩‏ - ره دی نو و بد مرسته لکلای شو: 
о) = 0 ۶٣۰‏ ۵۷ 


Ах دک ر‎ 2-2 2-2 
Ду _ 25-4 21, 
до 


СЕ 


инь даж 


Д =‏ 
1) د لاندي تابع گانو د × د متحول لپاره د АХ‏ او Лу‏ تزاید په پام کې نیولو سره او ميل یی په غوښتل 


شوو ټک وکې پیدا کرکن. 
р 2-7 , /0)-22-4 . 0)‏ 
/0)е2х-0 , 0‏ , 2-7 )2 
)1-,2( و -5х+4‏ 3۷ -(ج)ر , ټول 


2 د 31+1- ”5 = Л)‏ د تابع متوسط تغییرات د ]2,4[ په انتروال کې پیدا کړئ. 


ديوي تابع مشتق 

مخامخ لېمیټ خه را ضیي آیا په بل دول بی لیکلای 

000 7 
Ах-»0 Ах 


“ 


۰ که چپري د )= تابع د| 4.۸ )| په انتروال کې متمادي وي» که د × متحول د АХ‏ په اندازه زبانوالی 
Ма‏ کری آیا تابع تزاید كوي په دې حالت کې» د متحول او تابع د زياتوالي رابطه ولیکی. 
۸ 
٥‏ دتابع تزاید د متحول پرتزاید СО)‏ داسي ولیکی چې په مساوات کې بدلون رانشي. 


۰ که له دوارو خواوو خخه لېمیټ ونیول شي» په هغه صورت کی چې ۸٨‏ صفر ته تقرب وکړي» د دې حدیا 


لېمیټ د خه په نامه يادبرري؟ 
د پورتنی فعالیت پابله داسې بیانوو: 
р у= (х)‏ 
у+Ау = f(x+Ax)‏ ۸ 
-- (۸ ې = Ау‏ 
у+Ду --- [0 Ах), /(х--АХ)| 1-747 (۷‏ 
Ду = f(x+Ax)- f(x) / +‏ 201 237 
)7 -(ھ +۴) 7 _ ми Ху‏ 
а Ах | Ах‏ 
1٨ ۸ Ax‏ کر تر 
)29-70 ورزر = 4 їш‏ 
AX Ах-»0 Ах‏ ۸۲0 


تعریف: د تابع او مستقل متحول د تزاید د نسبت لېمیټ کله چې د مستقل متحول تزاید صفر ته تقرب وكري د 


dy 4‏ 
4 , کت بمودل 4808 


ах 
. Ay 0 ага! 
1 لت لت بت را‎ ги ازو کے‎ 
ا‎ ах ах 2/2 


لومری مثال: که ٢‏ 0 وي» د دې تابع مشتق پیدا کری. 


С) 


ТТА 
УЛО) اوهغه په‎ Пт ابع مشتق بلل کبری؛ لکه:‎ 


حل: د مشتو د تعربف خخه به گټه اخ یس سره لیکلای شو چی: 


مه مهه غه نت ОАО ЛО) үн‏ ہن و۶ 


Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах 


2= و و Ра)‏ 
دویم مثال: XS‏ )0 د تابع مشتق پیدا کری. 


حل: 
سپ د 2 2 3 "ھ2 75 
х?‏ او үү А) ру х ХА З(Ак)?‏ تک تاک = ГОО‏ 
Ах Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах‏ 0ج ۸ 
2 2 
فد у)‏ = 0ہو روہ 0ھ + سس 


کرم مثال: د 0< ГО) = ух,‏ مشتق پیداکری. 
حل: مخکی له حل خخه 0 < × حالت په پام کی نیسو: 
الف: که 0 < × وي» نو د مشتق د تعریف په مرسته لیکو: 
о 70+ 0 17 Ух‏ 


0ھ пт‏ 
صورت او مخرج د صورت په مزدوج کې ضربوو: 
Ах + ух)‏ دهد - ۵+ 
Ах(4х-- Ах + ух)‏ کس 
х-АХ-Х‏ 


х) =‏ بح زورک 
maT Ле) = 28‏ سس از А90 АХ(А/ х + Ах 240101: ЕЙЖ‏ 
1 : 

ف: که 0 - × شے نو Їйгг---‏ موجود نه دی 

کا +l‏ يم دول Л Цин о‏ 
نود х‏ ر تابع د 0= 7 په ټکي کې د اشتقاق وړ نه ده 

لکه چې په شکل کې لیدل کېږي» یعنې که × دبر لوی شي» نود 8 

مماس ميل صفر ته نژدې کېږي او د 0= × په ټکي کې 


1 
حص) د مماس مل در ری جے مماس په بوه عمود خط 
اک س ميل دبر لوييري چې مماس په يوه عمو 
بدلېږي. 
سک 
0 :10892 
دلاندي توابعو مشتق د تعریف په مرسته Ма‏ کری. 


1( (х) کل رز )2 شد رت‎ 3) /(х)-2324-х 


د مشتة هندسي ة تعبیر у‏ 
په مخامخ شکل کې خه وینی د هغه په ارہ مناقشه Р‏ 


وکری. 203 


йг 71-7-7278‏ تابع داسې چې [а, ДЕ‏ په انتروال کې متمادي وي 


گراف یې رسم او د ((وتد) Р(х,,‏ او Жэ О(с, + ۸۲ , РО +Ах))‏ 


۰ د ۸ مستقیم خط داسې رسم کړئ چې د منحني د او © له ټکو خخه تبر شي. 
© آیا وبلای شئ چې د ۸ مستقیم خط د × د محور له مثبت جهت سره خه دول زاوبه جوروي؟ 
۰ | ۹ 2 نامه با $ 
сэн‏ سک نسبت د څه په نامه یاد 
шаг 2‏ :2 
۰ که د © یکی د Р‏ ټکي ته ډېر نژدي شي (0 ج (Ах‏ نو د ۸ مستقیم خط په خه دول کرښه بدلبري په 
شکل کی بی وښیئ. 
Д‏ 
٥‏ دت لېمیټکله چې ۵۴+0 وکړي په ((واد) / ٨)٨,‏ تكي‌کي وڅیړئ. 
د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: л‏ 
СО‏ منحني د تابع مشتق» BRO HOS‏ 
په تکی کی د مماس له میل سره برابر دی» یعنی: OC АХ) , оо + Ax)‏ 
Ду 1 1 3‏ 
A‏ : ,012228 
TT lim = у'= tana = tanê = тА‏ 
үд - ۸۲0 Дх‏ 
Б‏ ۸۲ + ۲ 0ھ 


تعریف: د مماس ميل د منحني د تماس په ټکي کې د تابع له مشتق خخه په هغه يکي کې عبارت دی یا په بل 


عبارت د هغې )23 له ټانجنټ څخه عبارت دی چې د А‏ مستقیم خط يې د × د محور له مثښت جهت سره 


جوروي. 
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لومری مثال: د هغه مماس ميل او معادله چې د1- 237 = Р(х)‏ په منحني د (4)1,1 په ټکي کی رسمبري 


حل: پوهبرو چې т = 120 0 = {'(х)‏ دی نو لیکلای شو چی: 


Т(х)-237-1 
22 سر‎ З 3 2 2 3 
о а Сао) _ صن‎ 771 
Ао Ах مه‎ Ах Ах-э0 Ах 
шоо د2‎ -бх"Ах--бх(Ах) +2(Ax) ر1-2-‎ +1. i Ax[6x + бхАх + 2(Ах)?] 
ЕБ су ۰ ЕУ л کے‎ 


= هنز‎ [6x + 6x(Ax) + (Ax)”]= 6x? 
т-/(9-/0)-6х = 6۰1* < 6 مساوي دی په:‎ yS 
نو د مماس معادله په لاندي دول ده:‎ 
у-у = m( - х) 
у-1=6(х-1) ج‎ у= 62-5 
دویم مثال: د 1+ ”× = ر تابع د مماس د ميل قیمت په د کے کی به لاس راوری.‎ 
حل:‎ 
2 2 2 2 2 
ې ے‎ ۷۵ +1 (хо 1) يې‎ х0 200, + (Ах) +1 - х -1 
۸ 0ج‎ ۸۷ Ах-»0 Ах 
= lim (2x, + (А5) = 2x, 
т= از‎ < 2 22 
у-т-4 


دربم مشال: د (х) =٨‏ = ر تابع ورکرل شوي ده» غوارو د Ху‏ = 1 په ټکي او په خانگري توگه د 
22 و26 په ټکې کې د تابع مشتق پیدا کری: 


3727 Е 
هوت په 5ے‎ 
Ау (x, +A»)? - x? ا‎ ша, 
Ах Ах 7 с 
ОЕ а пев 

Ах Ах 


۱ ۸۵ . 
اوس د لېمیټ د لاس ته راورلو له لاري لیکلای شون لل = 1٩ )2× + Ах)‏ = 27 سز = Го)‏ 
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خرنگه چی Ху-2‏ دی نو 4 = 2۰2 = (2)"/ یعنی د 2= مد په تک یکی د = ЈО)‏ = ر د تابع 
لومری مشتق له 4 سره برابر دی. دا په دې معنا چې د مستقیم خط ميل د 2 = ٨,‏ په ټکي کې 4 دی. 


څلورم مثال: د ×= 0(0 تابع مث مشتق پیدا کړئ. 


حل: 
ЛО) Ду _ Зх,Ах--Зхц(АхУ +)‏ - 0ھ + مند) رے Ду‏ 
Ax Ax Ax Ax‏ 
Ay _ Ах(3х2 + 3x, Ax + (Ax)‏ ود - Ay _ (o +A)‏ 
Ax Ax Ax Ax‏ 
ت۹۶ 0+“ ۳ 3011 A‏ 
Ах Ах Ах‏ 


Р(х) = im 2 سے‎ = = lim (3х2 + Зх,Ах + (Ах)?) = 3х2 


Шун 
48 юэ نو (د) 7 د تابع مشتق د × په ټکې کې برابر دی له:‎ 


پنځم مثال: د مد په ټکې کې 3-)0/ تاع مه مشتق پیداکری. 


حل: 
Ay _ f(x ۸۵۰ - (х)‏ 
د مساوات دواره خواوي په АХ‏ وبشو: Ах Ах‏ 
хох - ۲‏ 1 
СОЕ = Ду _ O HAY)‏ 
Ax Ax‏ 
e 1۳3 - Ах‏ 
Ду _ хо(хо+Ах)‏ 0 | 
Ду = ео Ах Ах‏ 
ОМ ши. ٣٦‏ 
л Axr Ах-х,(х, +Ах) ۸۲ х,(х,+Ах)‏ سور 
х, ۸ =‏ ۲ + مد 
بات lim‏ 
хсэ0 Ax Асэд х (х, + AX)‏ او یر 
Xo (Xo + АХ) ) 21 -1‏ 
سب << Эб‏ 
шт‏ 
ГО) (22001545‏ تابم مشتو 
9( بے ہے د 5а‏ 2 3 شتی دی. 
نو ۳ 0 Хо‏ 5 ټکې کې саа‏ 
اس 


С? 


1 په لاندي پوشتن وکی د تابع گانو مشتق پیدا کری. 
р (5-2 2) /в)-5‏ 
2 په ورکرل شویو ټک وکې د لاندي تاب ЯВ‏ مشتق پیدا کری. 


۱۱۳۶ ۸82 мн 2 21 ۱۳۲ ۱ 222551 


د Сук у= С‏ ابت عدد) په پام کې ونیسی. 

۰ تابع ته د Ах‏ اندازه تزاید ورکړئ. د تابع د تزاید په ارہ خه فک رکوئ؟ 

9 د ابع او متحول د تزاید نسبت تشکیل کری. 

. د پورته مساواتو له دوارو خواوو لېمیټ ونیسی په هغه صورت کې چې 0 Ах Э‏ وكري. 


د پورتني فعالیت پایله داسی بیانوو: 
د هرې ثابتي (х) = С‏ تابع مشتق له صفر سره مساوي دی خکه چې د هرې ثابتې تاب م گراف بوه افقي کرښه ده 
چې ميل یې صفر دی. 
ثبوت: 
5 د 0 у=‏ 
у+Ау= С Ах 7 Ах А‏ 
Ау-С-у lim 2 = lim —‏ 
AX‏ 0<۔ھ Ах-0 Ax‏ 
A - E 21‏ 


مثال: د "7= /(х)‏ او 100= у‏ تاب عگانو مشتق پیداکرئ. 

حل: څرنگه چې * او 100 ثابت عددونه دي» نو: 
۵0-(م)// >= 20( [ 
Го)=л => ۸‏ 
0 < 100-(د)/ر 


2 یوي طاقت لرونکی تابع مشتق: 


5 "۲ < رر تابع چې سا او 1 < 71 وي» په پام کی ونیسی. 

9 متحول ته د ۸۷ په اندازه تزاید ورکړئ» آیا تابع هم تزاید كوي که تزاید كوي په کومه اندازه» اړیکه یې ولیکی ؟ 
٥‏ له پورته اړیکې څخه د Лу‏ قیمت پیداکړئ» د متحول او تابع د تزاید نسبت تشکیل کړئ. 

٥‏ د پورته مساوات له اطرافو څخه په هغه صورت کې لېمیټ ونیسی چې 0 ۸٨‏ وکړي. 


که چېرې "× = РО)‏ شوی وي» نو 1۳ ГО)‏ سره کېږي. 
ثبوت: 


2 پر 
(х+ Ах)" 35> Ау= (х+ Ах)" – у‏ < ۸ یز 
Ay = (x + Ах)" - х"‏ 
x" |‏ +...+ ګر Ax)" + (x + Ax)" x + (x + Ax)"‏ + عد))(د - Ay = (x + Ax‏ 
Ay = Ax[( + Ах)" + (x + Ах)? х + (x + Ах)” х +...+ x1]‏ 
Ax)" + (x + Ax)" 7x + (x + Ах)” х +...+ x" 1‏ + د) Ay ۸٨)‏ 


lim — = lim 
Ax>0 Ax 0جھ‎ Ax 


А : 
lim = lim [х + Ах)" (х Ах) 2х (+ Ах)" н.в" 
Ахэ0 Ax Ах-э0 


7-1 7-1 


آوچ ےل х‏ ا کر 


пита 
х п 
: 


لومری مثال: د ГО)‏ تاع مشق د ۳ په ټکې کې وټاکئ. 


حل: 
ЕЯ‏ ج 5:71 (يد) З=‏ 


لل а‏ 1 
єг‏ ےت 
и‏ 
د لاندي تاب عم گانو مشتق پیدا کری. 
g۶ 3( =‏ = ۱ (2 کے ۱ 1۱ 
/(х)-х? 5( /)۶( -'‏ )4 


С) 


۰ آیا د ۷ +11 - ر تابع د مشتق وړ ده؟ 
ө‏ د ۷+ ۷= ر په تابع کې и(Х)‏ ته د ۸ په اندازه او у(х)‏ ته د Ду‏ اندازه تزاید ورکړئ» د у‏ د تزاید 
په اره خه فک رکوی ؟ د هغې اندازه ولیکی. 
۰ لومړی د تابع تزاید پیدا او بيا د رابطې دواړه خواوې په Ах‏ وویشی او وروسته یې لېمیټ په هغه صورت کې 
د پورته فعالیت پایله داسې ثبوتوو: 
ثبوت: 
د یو حاصل جمع مشتق د حدونو د مشتقاتو د جمعي له حاصل سره مساوي ده: 
1+۷ 2 ز 
=u +Au + ۱۷+ Av‏ بترم + پر 
(- ۸۷۲ +۲ + ه وور د Ay‏ 
1-۷ - بے Ay = 11 ۸ ٢۷‏ 


Ду = Au Ду 
Ay ۸۷+ ۷ 
Ах Ах 


лут ۶۷۹۹ АЎ 
Пт -ت‎ о + п — 
Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах 


Av Au = 
ЕУ: Шт —–= ۷ س 1110 او‎ = и! خرنکه‎ 
у 0ج ۸ := و‎ Ах و‎ Ах-»0 Ах چې‎ бан 


4 د حاصل تفربق مشتة 
که 11-١‏ > بز وي نو у= иу‏ دی. 
ثبوت بې د زده‌کوونک وکورنی دنده ده. 


لومری مثال: د 1 ×2 = ر تابع مشتق پیدا کری. 
حل: لیدل کېږي چې 2  <‏ او 1= ۷ دی نو: 


С) 


بناء: узичү 5 у'= (2х) (1) 3S у=2+0 > у=2‏ 
دوبم مثال: د -3х+5‏ 4ے Р(х)‏ د تابع مشتق پیدا کری. 


ДР‏ دې تابع کې 71572558 ۷3٨,‏ او ٣-5‏ دی چې ×8 < , ۷-3 او ۷-0 کېږي» نو: 


۱ 
у'= (4х?) - )3('+)5(' 
у= 8 -3 
دریم مثال: د لاندي تاب عگانو مشتقونه پیداکرئ:‎ 
حل:‎ 
1) у=12х-7 2) Г(х)-9х2-12х-4 3) /(х)-6х”-2Х7-6х-1 
у-(125)-0) Г.О)-1(9х9)7-(12х)-(4у Т.Оо)-(6х"у-(2х9)-(6х)-0) 
2ء ار‎ Р(х) =18х-12 Р(х) > 187 - رف‎ + 6 


که د 1 او ۷ توابع مشتق منونكي وي» نو ۰۷ هم مشتق منونکي ده د 21۰۷ از تابع په پام کی ونیسی. 
۰ په پورتنی تاب کې ا Лиз‏ اندازه» ۷ ته د ۸۷ په اندازه تزاید ورکری او د تابع تزاید پیدا کری. 

ө‏ ۸۷ د تزاید له پیدا کولو وروسته د مساوات اطراف په Ах‏ وویشی. 

۰ د پورتنی رابطې له دوارو خواوو څخه په هغه صورت کې لېمیټ ونیسئ چې 0 ج «лэ Ах‏ 


له پورتني فعالیت پابله داسې ثبوتوو: 


نبوت: 
۷ 2 7 
Ли)(у+ Ду) – у‏ +یر) - رھ > у+Ау= (и + Ли)(у+ Лу)‏ 
Ay =и:у+и:Лу+у: Ди + Ди: Дуи: у‏ 
Ay и-Ду+у: Ди + Ду Ли ۸۷ Лу‏ 
Арас‏ ال Аа‏ 
Ах Ах Ах Ах Ах‏ 


ЕИ Ў 
Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах Ах-»0 Ах-»0 Ах 


y= vu tu ور‎ у 


у= иу+у'и 


С) 


لومری مثال: х(х2-3)»:‏ = ر د تابع مشتق پیدا کړئ؟ 
حل: پوهېږو چې УУ‏ شکل لري چې په دې صورت کی ۷۷۳۷۷ دی. 


1۷۸ < 7 
у= (х? -3(‏ ر3 ج ×=ں 
( )×2 +(3- )0ر3 у=‏ ڑ2 ساپ = 52-3= 
سی -5х‏ 2 0 وز 


دوبم مثال: د )1 - (5х‏ = ر د تابع مشتق پيد اکړئ. 
حل: د از تاب عم کولای شو د فکتورونو د ضرب په شکل داسې ولیکو: 
СЕС уа‏ 
у= ۷ ۸‏ 
(5)52-1 + (1- 5)5 کار کے 
уж25х-5-25х-5-50х-10‏ 


1 < 5-1 875 
۷ < 5-1 ج‎ у= 5 


که د И‏ او ۷ تابع گانې مشتق منونکی وي. نو = کله چې ۶0« ۷ وي» هم مشتق منوونکی ده» اوس د 7 - بز 
У‏ په پام كي ونیسی. 

9 / او ۷ ته په ترتیب سره د ۸ او ۸۷ په اندازه تزاید ورکړئ او د У‏ تابع تزاید پیدا کری. 

۰ د مساوات دواره خواوي په АХ‏ 43433( 

٥‏ د پورتني رابطې له اطراف څخه په هغه صورت کې چې 0 Ах Э‏ وكري لېمیټ ونيسي. 

د پورتني فعالیت پایله داسې ثبوتوو: 


С? 


u + Ли и+Аи 


и 
МАЕ Ие 
۶۹۰۷ھ"‎ аа аи 
۷٩٧٩٨۷ у у(у+ Лу) 
_ ٥٢۰۵۸۷ - Ду 
1 у(у+ Лу) 
۷۰۸۸ - Лу Au Av 
Ay _  v(v+Av) 1 ج‎ 
۸۲ 1 Ах 1 ۷۳۲+ Лу) 
رو سو ٹہ و سے‎ 
im = = عم څڅه ہا‎ ۳٥۵۸ АэбАХ 
اعد‎ Ах 4+0 ү(у+ Av) ۷۰ lim (v + Ду) 
, U ۲ - 4 
у? 
تابع مشتق پیدا کری.‎ ул لومری مثال: د کن‎ 


и 
شتو سارت دی ل‎ р تاع د‎ 7 
خل ی لري چې مشتق بې عبارت دی‎ 


- ۷۷ے и‏ 
ج درو تم و = ЗАБ‏ 
у‏ ۷ 
2х) - ]-202 + 3х)]‏ در ۱ и=2+3х =» и=3‏ 
2ر2 -1) ا 2 ار 
-3-0х4446х | 7‏ 


شتا تم 0 ` 


یادوفه: که چبري وغوارو چې د يوي تابع مشتق په يوه ټاکلې نقطه لکه ولا کې پیدا کرو د تابع په مشتق کې تاکلی 
Юр 22у? -3‏ ۳ 1 
13y‏ = () / د تابع مشتق د 0 у=‏ په يكي کې پیداکری: 
حل: د تابع د حاصل تقسیم له مشتق څخه لرو: 

و +6у?‏ ور ره [(3- ”yر3)2-]-(4y)1-3y‏ _ 


دویم مثال: د 


0-3уу 0-3)‏ رو 
и=4у 200‏ ج 3- и=2у‏ 
ہر ےج ات 11-55 ۷1 
А --6(0) + 400) –9‏ 
کے )ې 
Л (0) =9‏ 


9 


3 
: іб ۵ 
Ер. ریم مثال‎ 


۴٦ب‏ کری. 


- 1 ۰ 1 ۰ 5 2 
لو لس کے لري نو د چا له فورمول څخه په АВ‏ اخېستنې سره داسی عمل کوو: 


6 
(21-12 


د لاندې توابعو مشتق پیدا کری: 
Р(х) -(2х-1У‏ )3 


ax +b 
cx + а 


6(7)0( = 


08071 _ 
ОО раа 


>а 


2) )جع‎ = (2х - 3)(х -3( 


کے (5 


аа 


8) (х) =7х+3 


نو نو 0 )1 


Пи 


=( 4 
,37-547 > ار (7 


7- د يوي جذرالمربع تابع مشتق: 


> لہ = ر تابع متحول ته د ۸۷ په اندازه تزاید ورکری د تابع تزاید پیدا کری. 
۰ د لاس ته راغلي رابطې له دوارو خواوو څخه لېمیټ په هغه صورت کې ونيسي چې 0 Ах Э‏ وكري. 


د پورتني فعالیت پابله داسی ثبوتوو: 
ثبوت: 
77 ۹ٰ۶ ") 
Ау= үХх+Ах – х‏ 
د مساوات د ښي ارخ صورت او مخرج د صورت په مزدوج کی ضربوو: 
Ах‏ شید | +x +x)‏ تل Ах ух)‏ گا 
насыг ар Теа‏ 
1 را - 2۳ 
Шү оо 0‏ 
реет Ах-эд AX Ах-д x + AX + ух 247‏ سس 
иг‏ 
سر у‏ 


لومری مثال: د (1- )له = Ро)‏ "800+ 


РО) = ыг -1(+2۰ ۳۹‏ کم او 


X 


8 ٠ٴٴ‎ 7 7 1 + 4) 


۷ - × -[ < جا ر2 ساپ‎ по) 


XNX = 
2 2x 
0х2 -1+4х° 5х? -1 
27× 2x 


9 که چبري У‏ د # او ۷ د × تابع او مشتق منوونکي وي د У‏ اریکه ا ته او :۰1 × ته خه فک 658( 


9 د ا متحول ته د Ли‏ اندازه تزاید ورکری د Ду‏ د تزاید په ارہ خه فک کوی. 


© د مساواتو له دواره خواوو خخه لېمیټ ونیسی چې 0 ج ع۸ وكري. 


y+ Ay = Nu + Au 
Ay = Nu + Au 2017 


د مساوات د ښي ارخ صورت او مخرج د صورت په مزدوج کې ضربوو: 


та (Ми + Au - Ми) Ји + Ли + уи) 
= Ми+ Ли + Л 


и+Ли-и 


Хүсэл کے سے‎ 
4 Ми + Ли + Хи 


د مساوات دواره خواوې په ۸ وېشو او بيا د مساوات له دواړو خواوو څخه لېمیټ نیسو چې 0 Ах Э‏ وکړي. 


Ду _ Au 
Ax Ҹи+Ли ٢ 
Au 
С Au 1 ۱ ПЕ 
Шт سے سس 10117[ سلتا‎ . - lim مس‎ 
Ах-эд Ax ۸۲۷ و‎ 0 + Ли + уи Ах ۸۲0۸-۲0 , 0 + Ли + Ят 


! и! 


د ويم مثال: د Ах) = )۶ + х)‏ د تابع مشتق پیدا کری. 
حل: د 21/۰۷ او له Ул‏ د فورمولونو له مشتق څخه په گیه اخيستني سره لرو: 


Ю(х)-(2х-1)4х + шиг +х) 
2.4 


ЛБ 


и-х +× > и!= 2х+1 


x +x 
1 ج‎ И(х)-2х4х-4х- 
у= үх جو‎ (0 24 х 
2 Л “ыг 
2× 27× 


С) 


درم مثال: د (3 +1()۲- × = Ро)‏ تابع د مشتق قیمت په 8 = × ټکي کې په لاس راوړئ. 
حل: د у=иу‏ او и‏ = ر تابع له مشتق څخه په گټه اخبستنی سره لیکلای شو: 


Го) = ++ - 1)‏ 1 = اہر ج 1 - مل( < بو 


3+ یی Зух?‏ 
х 3 23‏ , 7 
шиш Хи ۱۸۳ CC 1)‏ 
23 8-3 
اوس د تابع مشتق د 8- تد په نقطه کي پیدا کوو: ши‏ بل – 38+ 0 = 


Я 
ویپ‎ 11 


1- د لاندي توابعو مشتقونه پیداکرئ. 
1 
уез а‏ 5 = 
!2 


2- که کا او г(х)-4Хх-1‏ وي» د دې تابع گانو د جمعې» ضرب او تقسیم مشتقونه پیدا 
کری. аж0|‏ '(ع + ۶م).'(ج ۶۰),'(ج + )| 


د مرکبو تابح گانو مشتقرزنخیر 5 قاعده) 116 Chain‏ 
د مخامخ اړیکې او شکل په ارہ خپل نظر بیان :2 dy dy‏ 
2 ئ. خا ھکد 
ах 4и ах‏ | 


00 لے بسا 


Х-----» Ц-----» у 


که چپري ‏ د 11 او 11 د × تابع وي او د اشتقاق ور وي. 
٭ ووایاست چې لد لا او لا له × سره خه اریکه لری؟ 

2 AM 
مساوات حقيقت لری؟‎ Ду = Ау: — | 9 

2 Au 

۰ د پورتني مساوات دواړې خواوې په Ах‏ وویشی. 
۰ د پورتني مساوات له اطراف څخه په هغه صورت کې لېمیټ ونيسي چې 0 Ах Э‏ وکړي. 
د پورتني فعالیت پایله داسې ثبوتوو: 


د تابع» تابع مشتق ثبوت او پابله یې په لاندي ډول ده. 


نبوت: 
Au‏ 
52021 
Ду Ay Au‏ 
Ах Ax Au‏ 
Ay Ay Au‏ 
Ах Au Ах‏ 


ГОДЕ mm 
Ах-»0 ۸۷ Аи-»0 Ли Ах-»0 Ах 


. Au . Ay Е 
(91:25 ! سی ار ھی 177 ار‎ ۰ 2 
а دی ا 2 ل‎ Шин = 1 او ر‎ lim ال‎ (а) څرنگه چې‎ 

د دې زنخيري قاعدې پر بنسټ لاندې پایلې لیکلای شو: 


1- که у=и"‏ وي؛ نو пи" и‏ = "ر کېږي. 


رگ 


u 
0 ۱99 9 7 


مثال: د لاندي تاب عگانو مشتق پیدا کری. 

E‏ 7 لر 
وت )5 
حل: د زنخيري قاعدې په مرسته لیکلای شو چې: 


Уу 97‏ = ار 
Ма (4) 705)‏ »- 


у =3(2х –1)?:4х= 3(4х* – 4х +1):4х 
= (12х* 122° +3).4х = ر48‎ – 48х° +12х 
-12 4 – 4х? +1) =12х(2х? -1(- 


: -2х 


Х 
НЭР ша тн 
24-32 1122. 


у= [о -3( | 2х-рхс| (2-3) 

)2-3 رې ت22 ۰ (3- )2 у=‏ 
°)3 – )6( 8= 
46х (х – бх? +9)‏ ر24 – ره 
×54 + 4ر36- گرم + 24х*‏ – رع = 
ر54 + =14х° – 60х*‏ 

2 

а - 6 


سے کات اص سا سے У‏ 
2۳ - ”)3 


у= 4и = у'= 


-D‏ ص۳ 


4) у-А 9ر‎ - 


(1- و2 پر )1 
س سا 
×4 = ا ج 1- رھ < u‏ 


уз уези 


2) у= 41-х? 


ЛЕЕ 10 ی‎ = 2х 


у =‏ جد باه < بز 


27 


у= шу+Ууи‏ > 21۰۷۲ لا 


3) у= (х? -2( 2 
u = (х2 –3)? 
ил 2) – 3)(2х) 


2-2 Уус бх? 


4) у= 4х? - 27 


2 3 
7/ - 2۲ 


1 <صی‎ 2 - бх? 


5) у= (х 2)" ر‎ =u" )وس‎ =n" ( 
2 
1 < х ند ۱ و‎ 
үүснэ (2 2-0) -2х ہي ۔‎ 
1 ر‎ = 2× (х^ -2( 


0 


956 نه: 
1 که چپري د 7 تابع د (хо)‏ په يکي کې مشتق ولري نو ГО)‏ د هغه مماس ميل دی چې د 
(х0), ГО)‏ په نقطه کی له منحني یا د تابع له گراف سره رسمبري. 


مثال: د د از د تابع میل د 1= ,ند په ټکي کی پیدا کری. 


حل: خرنگه چې Х,-1‏ دی» نو: 1(1 سره کېږي او (1, ٠)‏ چې د تماس ټکی دی» ميل یې عبارت 
دی له: 


/' (x)= lim 


Х- х, х1 Х-‏ ۲0 سر 


سے لے .- - 
О) Лоа) ЛО) 2-1‏ 
х1‏ 1 
2 
+х+1)‏ جا ہہ - 
221 اج 
П‏ که د ۶ تابع د 20 په ټکي کې د مشتق وړ وي؛ نو دا تابع دمند په تکی کې متمادي ده» خو 
برعکس يې سم نه ده» یعنی کبدای شي» يوه تابع په يوه ټکي کې متمادي وي» ولې په هغه ټکي کې د 
مثال: د | × |= (х)‏ د تابع مشتق د په 0= × ټکی کی پیدا کری. 
حل: پوهېږو چې مشتق په حقیقت کې د نیوټن د نسبت د لېمیټ محاسبه ده چې د ښي اوکین اړخ لبمیتونه یې په 


- )سنا‎ +х+10)=3 38 


صف رکی سره وخبرل شي. 
زا оо‏ 
پر х-0 x50 Х x50‏ 07ج 
بک ے اهنا ے / لا مزا = )07 
х-»07 х-0 x50 х хэ0 Х‏ 
7 
Хо) |‏ 
Хх‏ » + 


لیدل کېږي چې ( ۶/۳60 РО)‏ دی» نو تابع په 0= × کې د مشتق ور نه ده» ولې تابع د صفر په ټکي کې 


متمادی ده. 


2( Ү(х)-(57-4х2-41у7 3) у-(1-2х"У 
5) 70) 43:41 6) ТО) = سس‎ 
2+ زر‎ +× 


1-2 


2(7 + ٹیر سر ) 


1-7 


4) №2) = 


۵ مثلثانی تابح گانو مشتة 
مخامخ گراف څه دول تابع را ښيي؟ 


مثلثانی دایره او رادیان تعربف کری. 
ө‏ آیادا 1> 51807 > 1- اریکه حقیقت لري او که نه؟ 


9 دد 2518 7 تابع په پام کی ونیسی متحول ته د ۸ په اندازه بدلون ورکړئ او د تابع بدلون په پام کی ونیسی. 
9 د 5107 - Лх)‏ + )٣آ‏ مثلثاتی رابطی ته انکشاف ورکری؟ 


۸ 
© د پورتنی رابطي له انکشاف خخه وروسته د سل نسبت جور او د مساوات له دوارو خواوو څخه په هغه 


8-1 +5 ر قابع مشتق: 
ثبوت: 


۲ > بر 

Ay = sin(x + Ах)‏ + پر 

Ду = sin(x + Ах) - sin х 

х+Ах+х. ۵-۶ ۳ 
2 


Ду = 2с05 و260‎ 


2 ری ЕЕ‏ رات 
Ах Ax 2 2 2‏ 
Ах‏ 
у(х) = соѕх:1‏ کے т = lim cos(x +). im sin‏ 
2 
у'= соѕх‏ 


у= 50 ۲ ج‎ у'= ۲ 


که چېرې Jf (x) ٤٥‏ وي په داسې حال کې چې >и‏ تابع وي» نو لیکلای شو: 


С>) 


f (u) = ۹181 > у'= ۸ 
تابع مشتق پیدا کری.‎ (х) -8ш4х لومری مثال: د‎ 
f (x) =sin4x 


Т(х)-8ши > (х) = и'соѕи 
ہر‎ < 4х=>и'= 4 


Р(х) = 9101 ج‎ у = 0 ТО) =5іп4х > / 00) = 4с054х 


دویم مثال: د ۰656 × = ГО)‏ تابع مشتق پیدا کری. 
حل: 


: د‎ 1 f (x)= с8ох 
ТОЕ 686 سا رے‎ 
Sin x - COSX 
(د)'/ر‎ > 30 cs ېي‎ а 
и=х => и'= 3х => ات‎ 
по. = 3х? 096 ۲ - 0٠ پر‎ 
ہر أ|‎ << е 5 : 
810 х у 50 5 = 3х CSCX—X COX 6 
اا پويتي‎ 
د لاندي توابعو مشتق په لاس راوری:‎ 
: $10 x 
а) у = sin 5х Б) у= 
1+х 


с) у= ү1+$іп х 


® د 2005۲ у= Р(х)‏ په تابح کی متحول ته د ۸7 او تابع ته د په اندازه تزاید ورکړئ. 
۰ د 608۶5 - Ах)‏ + )609 مثلثاتي رابطې ته انکشاف ورکری. 


۸ 
٥‏ د پورتنی انكشافي رابطي په مرسته د سم نسبت تشکیل او له اطرافو څخه لېمیټ ونیسئ چې 0 «- Ах‏ وکړي. 


د پورتني فعالیت پایله داسې ثبوتوو: 
у = ۶+ ۵-2‏ تابع مشتق 
ثبوت: 


у= 77 

y + Ay = соѕ(х + Ах) 

Ay = соѕ(х + Ах) - ۲7 

х+Ахъх ۴۴۵-۶۷ 


Ду = - 510 5 
Ду = -2 0 20805 2 
ёс 
ہس‎ - lim ولل ہیں‎ x<1 
2 


یا په لند دول هغه داسې ثبوتوو: 
sin” х + cos х =1‏ 


соѕх= 1 ѕіп? х 
(соѕ х)'= : : ( 
2 41-я8шх 


-2 510 хсо8х) 


پوهپرو 2009 ۸/1-81۸ چی سره دی؛ نو: 
: 1 1 
х :соѕ х)‏ 510 2-) :— = 
соѕх‏ 2 


(соѕ х)'= —sin х 


که چېرې У = С08И‏ وي» په داسې حال کې چې تا د × تابع وي» نو لیکلای شو: 
у= 24‏ چ 6091 y=‏ 


لومری مثال: د لاندي توابعو مشتق پیدا کری. 
(х) < 510 2x = 2 510 хсоѕ х 2) (х) = 2 - 50 7 0۲7‏ (1 
حل: پوهبرو چې ۸ + ۱۰۷ у=‏ ج 21۰۷ دی نو: 
f(x) < 910 2× = 2 5117 6 х‏ )1 
Р(х) = (25іп x)'cos x + (cos x)'-2sin x = 2cos х - 25іп? x‏ 


£ ')x( = 2)c0s7 x - віп? х) > у'= 2082 


2) Р(х) = х- 50 7 ۲ 
Р(х) = (х) (510 x ‘cos x)'= (x)'—[(sin х)"соѕ x + (соѕ х)" ѕ1п х] 


Р(х) = (х)У4соѕ хсоѕ х + (sin 26510 х)]= 1— cos 2х 


د لاندي تاب مگانو لومری مشتق پیدا کری. 
у(х) = (sec2x + tan 2x) 2) (х) = віп? х е,‏ )1 
f(x) = сѕсх о 55іп? 2х‏ )4 
3с055х‏ 


С) 


٥‏ د 21207 تابع د نسبت په شکل ولیکی. 


© له پورتني نسبت څخه مشتق ونیسئ هغه له خه سره مساوي کېږي. 


3- د (обу = (апх‏ مشتق: 


ثبوت: 
8Ш х‏ 
ХО) =‏ 
COSX‏ 
х)(ѕіп х)‏ صتھ-)- ТЭРЭГ, (sin х) со8х-(с08х) sin x _ cosxcosx‏ 
cos” х cos х‏ 
cos x+sin x 1‏ _ 
cos x cos х‏ 
=tanx‏ بر 
2 1 
Үс = 607 х‏ 
соѕ2 х‏ )0 
پاني فورمولونه زده‌کوونکو ته پرېږدو. 
لومری مثال: د لاندي مثلثاتي تابع مشتو پیدا کری. 
у= ап? х‏ 
Б n ۱‏ او 711-1 ۰ 
حل: پوهېږو چې که 41 ۲ وي ىو مشتق یې /۰1 у= п-и‏ سره دی» ہو: 
tan х‏ = بر и = tan x‏ 
جے 
у'= Зќап? хѕес? х‏ بر امم سار 


دویم مثال: د у = ѕесх:соїх‏ تابع مشتق پیدا کری. 
حل: څرنگه چې تابع د ۷ 2 بر شکل لري؛ نو: 


у = ٥6۰:۸۶ 
u - БСС > u'=secxtan x 
у= ج رام‎ у= - C87 х 
د 1,۷,۷ او ۷ قیمتونه د ۰+۰۲ ۱/۰۷ 'پز په فورول کی وضع کوو:‎ 


2 
y'= secx tan x ‘cot x + sec X(~CcSC X) 


= Sec x tan х 


- CSC ۲ 
ап х 


۲ کو د сѕе?‏ — 900 = 


а) (١ xcotx (ط‎ y= (x? аа 


а) پر‎ < 121 265006 - сох 


.5 د شتقات 
مخامخ مساوات په عبارت سره ولیکی. 14 
(х)‏ 


۳ 


Ы‏ د 4- 2 = ر تابع مشتق پیدا کری. 
و ужху-1»‏ تابع څو متحوله تابع ده؟ گراف بی څه ډول شکل لري؟ 
9 دپورتني تابع مشتق پیدا کولای شی. 
د يوې منحني خط معادله د وضعیه کمیاتوپه سیستم کی عبارت له Ул  )(‏ خخه ده له دی 
ځايه 0 = (ند) 7 Уг‏ کېږي او (×) £ у‏ يوه دوه متحوله تسابع د × او( له جنسسه ده که 
 - / )(‏ <(نز,×) 7 تابع په پام کې ونیسو نو د د ې منحني معادله د Р(х,у)‏ شکل غوره کوي» د مثال په 
دل 25 - ضر + Е(х,уу-х‏ وي» نو د0 < (х,у)‏ له معادلې څخه لسیکلای شو 
چې 0 = 25 - ”ر + ”ې یا 25 = ”ر + ”ې چې د دې دوو ببلا بېلو توابعو معادلي 5ل 7( 
په عمومي ډول د 0= Р(х,у)‏ معادله کبدای شي چې د څو تابع گانو معادله د у= (х)‏ بڼه وي پاملرنه 
وکړئ. 
د ЈО)‏ = 7 په تاب ع کې چې × او لايو له بل څخه جلا وي» نو مشتق یې په آسانۍ پیدا کولای شوہ ولې په خینو 
رابطو کې 7 له × سره یو خای بیان شوی دي لکه په 1=0+ ر - "ند چې د مشتق په نیولو کې که د × له 
جنسه مشتق نیس نو لا یو ثابت عدد فرضوو ا و که د ل له جنسه مشتق نیسو ‏ ثابت فرضوو لکه: 
۷٦‏ ۰ 
--2хуу-у = у (-2ху+1)‏ ”ر +х(2уу)-у=05‏ ”راج 0= ۳( + ازہر)- '(شرد) 


2 


ھا ود 
!= 


® 
رت 


په عمومي حالات و کې که تابع غير صریح وي په دې معنا چې مستقل متحول او د تابع متحول پکې خرگند نه وي» 
نو ددي دول تابع مشتق د ضمني مشتق په نامه ياديرري او د هغه مشتق په لاندي دول محاسبه کوو. 
د تابع مشتق نظر х‏ ته( 1 ثابت دی 7 А‏ 


/ 


د تابع مشتق نظر у‏ ته( ثابت دی) 17 2 


لومری مثال: د 0+000 ضمني ۰۷۰۰ 500 کي پیداکری. 


-ГР 
رابطي سے 7 = رم پیدا کوو.‎ У- по 190 حل: د‎ 
1 3 
ماو - پر‎ 2-1-0 
1۳ 
х ! 
"00 2-0 
y 
1 -1 
ی‎ м7 
2: تر‎ PY 2111 رر‎ 
Гоу, (8іп 2), (0), нг. 
: 2 у 1 у ۳ Е; 


-1- وم 5 +1 - تومع. + -1< 0 )وم‎ 
у Уу у" у" 


اوس په ریم" رابطه کې د > او ل قیمتونه وضع کوو چې د У(7,1)‏ په لاس راخي. 


1 37 
— 005 — — COST 1 1 
у! || تت‎ = 
КЕ Хов 1 ооз І+л(-) 1 
у у 1 


دویم مثال: د 2 + ×3 = 27 + رد رابطی ضمني مث مشتق پیدا کړئ. 
حل: 

+١۹91 ۵۶ 

011 ہہ" 

=2ху+0-3-0 = 2-3‏ وی 

6(7 + خر 0-0- 6 دې ری 

2ху-3 -2ху-3‏ ا 

000. 


ر9 


2-3 کا 


دریم مثال: د 0=  -‏ - "ىر تابع ضمني مشتق پیداکرئ۔ 


حل: 


او یا په بله طریقه: 


د تابع دویم А 2 с‏ 


гаг < 7 

1 

у 2211: й – 2х 27 
(х) Е 


TTD 
бу?у-у-2х= 0 
(6у° -)у'= 2х 

و 
г‏ 29 


د ضمني رابطي د دویمی مرتبې د ضمني مشتق د پیدا کولو لپاره د فورمول په مرسته لومری د ضمني اربکی لومری 


مشتق Ма‏ کوو او بيا له دې رابطې څخه مشتق نیسو. 


لومری مثال: د 1 و وز رابطې دویمه ضمني مشتق ری" پیداکری. 
حل: 
|| = و 
х2 - ۶ ۷۹‏ 
у= (02), (2), 0), = 2-0-0 = 2х‏ 
-0-2у-0--2у‏ ,)2-0 "وت С‏ 5 لل 
2х х‏ سے ا ۱ 
сэ 2-2‏ ۱ 
То) -2у у‏ 
او یا به بله طریقه: 


کے و اسان 
و o‏ 


2 ۱ 
اوس د У‏ له رابطې څخه دویم ضمني مشتق نیسو: 


۹۹٣٦‏ از 


по 


دویم مثال: د 7-3-0 رد ”× په معادله کی د ۷ مشتق نسبت × ته د (1,1) په ټکی کی پیدا او پر 


منحني د مماس معادله وليکي. 
حل: څرنگه چې د (1,1) ټکی په معادله کې صدق کوي» نو نوموری کی د منحني پرمخ واقع دی» د رز د 
پیدا کولو لپاره په ورکړ شوي معادلې کې لیکلای شو: 

2۲ یر 

رن لر 

хаду 
رد‎ 20000 0 -7 
х+2у 1+2 


у-у = т(х- х) ج‎ у-1=-(х-1) وچ‎ у= -х+2 


او یا په بله طریقه هم کولای شو د تابع ضمني مشتق په لاس راورو: 
20 3- رز + روز + х‏ 

2х+у+х: +20 

2х+у+(х+2у)у'= 0 

(х+2у)у+2х+у = 0 

(х+2у)у'= –2х- у 

yy 


х+2у 
Мо 360 DEES . ٨ 
صریح تابع ضمني مشتق پیداکرئ.‎ лё ХУ < 5 +× دریم مثال: د‎ 
х?у?-5у-х= 0 
رب‎ - 2 ۷ ۱2۷ 1 
021 


۱ 1 5 2ху”-1 13 1-2ху” 
Уо) (ос 72رپ ر3‎ a 15y ر3‎ 157 


1- د 608-5( + ( 2518 د лё‏ صریح تابع ضمني مشتق پیدا کری. 


2- د ږې ږې پر رابطې څخه ضمني مشتق ونیسی. 


د -4х-4у‏ رې پر رابطي څخه ضمني مشتق ونیسی. 


С) 


د مخامخ تابع درې ځلې مشتق ونیسی؟ x‏ 1ہ = J (x)‏ 
(х) = 6 ×× аач‏ 
۹ 
Е‏ 
۰ د 2-1 - 3х‏ "×2 = ر تابع مشتق پیداکرئ. 


۰ د پورته تابع دویم مشتق پیدا 48Д‏ 

٥‏ د پورتني مشتق د تابع درم خل مشتق ونیسی. 

٥‏ دپورتني تابع نور خو ځلې مشتق نیولی شو؟ 

9 دپورتني تابع خووم مشتق له صفر سره مساوي دی؟ 

د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 

که د у = ЈО)‏ مشتق منونکی وي» لومری مرتبه مشتق يې په УЛ (х)‏ دویمه مرتبه مشتق يې په 
(ید) "تر "لز دریمه مرتبه مشتق يې په )70 = у"‏ په كلي ډول - ام مرتبه مشتق د ()< 7 تابع 
2217-2120 

لومری مثال: د 1- ×4 + 3 - × = То)‏ تابع دریم مشتق په لاس راوری. 


حل: 
узх-3х244х-1‏ 
уг-3х7-6х-4‏ 
у!-бх-6‏ 
1-0 
ТҮ Ї А‏ 2 
دویم مثال: د "دم = ر تا ع گراف او د هغې د لومری مرتبې مشتق تابع گراف رسم کړئ. 
حل: ХУ,‏ 
کا узх‏ 
سور = 5 1 
-Х 3‏ 
3 
22222 
3 
ь-х 12‏ 


دریم مثال: که 6057 + × 810 = پر وي د ”ر + (УУ‏ قیمت پیداکری. 


حل: لومری د تابع نهمه مرتبه مشتق یا (У)‏ په لاس راورو: 
х + 7‏ 510 = بر 
COSX + (sin х) = 0٥-7417‏ = ری !پر 
х - (COSX) = —sin х – 6‏ 918 = ری ۶ 
(Sin х) = 510 2-7‏ - 2-003 رم" 
cos x = sin x‏ = 
)دہ + (у)? + у? = (cos x – ѕіп х)? + (sin x‏ 
cos? х – 2870 хсоѕх + sin? x + sin xX + 25іп X COS X + COS х‏ = 
28іп? x + 2cos” x = 2(sin х + соѕ х) = 2‏ = 
خلورم مثال: و 1- 2 2 گور2 у=‏ د تابع پنځه ځلې مشتق پيد اکړئ. 
1– 3 29 "بر - 2х°‏ < بز 
у'=12х° –15х* - бх? - бх‏ 
у" = 60х* – 60х° –12х-6‏ 
у" = 240х° –180х° –12‏ 
у =720х° –360х‏ 
у) - 1440+ – 360‏ 
پادونه: که چبري 1 - ام درجه‌يي څو جمله‌يي تابع 0+ с,‏ "مد + نوت + توت + q(x) = co + e‏ 


راکری شوى وي 7- ام مشتق یې په لاندي دول په لاس راخي: 
гост + сух? + сух + ... +€, с, +0‏ 
ار ... + 3047 +203 + ,€ = ' مر 
боух+ ... +и(и –1)с,х"?‏ + و26 ہی" 
у = бо, 12с,х4 2. жи(п-1(и-2)с,х"7‏ 
Г" (х) = п(п-1)(п-– 2)... с, = піс,‏ 
په عمومي دول که 7 وی نو: 0= )£ 


ې 


72 


د لاندې تابعگانو تر هغې مشتق ونیسی چې د مشتق تابع له صفر سره مساوي شي. 
;)60( پر (2 7 - 6 6 بز )1 


۲ > پر )4 сх – сх‏ - رط - رم - پر- ی + + پر (3 


0 


Байн‏ مهم ټکي 
- که چپري د Р(х, ГО)‏ او О(х+л, )٨+۸((‏ یکی د (х)‏ تابع دوه اختياري ټکي وي» نو 
لاندي اریکه د 61۷7101[ خارج قسمت په نامه يادپري: 


ЛО) J(x+Ax)- f)‏ - وھ ج) ر 


۸ د - ۸ + ر 

د منحني د مماس میل په يوه اختیاري ټکي کی عبارت دی له: 
0ف نے ےر 

Ах-»0 Ах 
د مشتق په نامه‎ 659 Ах 0 ديوي تابع مشتق: د تابع او متحول د تزاید» د نسبت لېميټ کله چې‎ 

а 

يادېږي او په ГО)‏ , اک سره ښودل کېږي. 
Ay - : ОЕА) = аа ۱ БЭР”,‏ : 
аа‏ 
که چہری د ГО)‏ تابع د (хо)‏ يوه يکي کې د مشتق ور وي نو ГО)‏ د مماس ميل د منحني سره د 
(хо (0))‏ په ټکي کې دی. 


که د کر تابع د хэ‏ په كي کی د مشتق ور وي نو دا تابع په ولد کې متمادي دہ خو ددي برعکس سمه نه 
دہ يعن يکبدای شي يوه تابع په يوه يکي کې متمادي وي» ولې په هغه ټکي کې د مشتق وړ نه وي. 
د (×)/ د تابم مشتق د ٥‏ پر منحني ((0) Р(ху,/‏ په ټکي کې د مماس له میل سره برابر دی. 


ГЕЙ = у'= tand = 1200 = т, 
Аэ? Ax 


د تماس په ټکي کې له يوي منحني سره د مماس ميل د هغې تابع د مشتق په نوم يادبرري. 

که د يوي تابع مشتق ونیول شي» نو يوه تابع په لاس راخي چې دا د مشتق تابع بلل کېږي. 

که د تابع د Хүж?)‏ ۶- مد) په فاصله کې( × Ху‏ په شاوخوا» کې تعربف شوی وي او د هغې لېميټ 

موجود وي» په دې حالت کې کولای شو چې يو مماس خط د ()7 د تابع په منحني د хо‏ = 1 په يکي کې 

СЕРЕ 
Ах 


0ج ۸ 


رسم کرو د دې مماس ميل عبارت دی له: 


د مشتق قوائین: 
Її:/(х)-С. 2 ий 0‏ 
ОЕ‏ 
f(x=uty > f'(x) =u'tv'‏ )3 
Г(х)-игу > f'(x)=uv+v'u‏ )4 
Э) Ро) - хайлна) 2  + шав‏ 
ІЯ ۷‏ 
سل وم مرج تلع 9 
ال 


21 


а=‏ ہ۶ 


٢ 


ال 


8 = и (х) = 
( /(-۹ = Од ٴ‎ 


د مرکبو توابعو مشتق: 10 رس У 5 У‏ 


د مثلثاني تاب عم گانو مشتق: 
7 ۱ اپر > ہر مه у=‏ و у=80х > у'= соѕх‏ (1 
у= –ѕіһх , у=соѕби +> у= –и'ѕіпи‏ > 0092 < بر )2 


که د у = ГО)‏ تابع مشتق منونکی وي» په بشپړ ډول 7 - ام ځلې مشتق یې E‏ 


د دویم ий‏ پونتني 
لاندي پوښتنو ته خلور خوابونه درکرل شوي دي» سم خواب په نښه کری: 
1- شو( د)/ منحنی میل د Р(3,0)‏ په یکی کې عبارت دی له: 


5- )4 5 رہ а) 3 Б)-3‏ 
2 د ×2 = (د)/ په تاب ع کې د کر متوسط بدلون د [4, 3]په انتروال کې عبارت دی له: 
а) 18 5) 14 с)-14 d) 32‏ 


3- د 3- +2 = ر تابع مشتق عبارت دی له: 
с) тайвыг а) = 4‏ کرو وا b)‏ 3+ ٹر سار a)‏ 
Xx‏ 
4 -د -4Х-‏ () / تابع مشتق عبارت دی له: 
х-1 -1‏ 1 
سس с) —= а‏ س )5 0 а)‏ 
نت ×2 2۰۷-1 ) ۱ 


5-د + ×2 = (х)‏ تابع د 1= د په یکی کې د مماس خط معادله عبارت دہ له: 


а) у=5х-2 Б) у=х-3 с) وکا‎ 4( ۷ 47 
27 
ک ور تالم مت سارت له:‎ -6 
يم مستی بارت دی‎ 82 MEE 2 
4х--8 8 
а) у= —4х+8 Б) у= 2 ری‎ = а) دار‎ 
٢ 0 ЖУ ET تو کے تر‎ 


7-د )0-0 برع مشتق عبارت دی له: 
с) У-3(-2х5у а) 224‏ (ثر-0د۔-ر Б)‏ ج24 20+ ترم- سر а)‏ 
8 -د 447 = تابع مشتق عبارت دی له: 


а) >اپر‎ x Б) у= соѕх с) у= - 10 ۲ а) у= -соѕх 
-1 
ر تابع مشتق عبارت دی له:‎ = ))+ 72 »-9 


6 6 


4 5 1 2 
а) 1 агар Б) 7080000" 
с) у= هبخ یو )4 تمرف‎ 
تابع مشتق عبارت دی له:‎ ул 208 3 -10 
1-٤7 
Sin x - 10 x - 10 x 

а р ГА بل‎ с үн 0 А 
۶ 0-совх) 2: (1-совх) уу (1—соѕ х)? ) مخ یو‎ 


С) 


2 x 
تلع پیداکرئ؟‎ 010 1+ tan х : 


ШТ 


د یا 1 تابح مشتق پیداکرئ؟ 
3. د (1+ “)1+ 17+ =(x-‏ 0( £ تابع مشتق پیدا کړئ. 


4 د (4+ ٭ة)(1- 4/5 = ГО)‏ تابع مشتق پیداکړئ. 


7 ۱ 

ша ое f(x) =sinx‘COSX з .5 

(sin x + соѕ х)? 
1+ 510 2х 

د ۲ = у‏ تابع اتمه مرتبه مشتق پیدا کری. 


Ts 


د × 008 + × біп?‏ = ر تابع نهمه مرتبه مشتق پیداکړئ. 


o 9‏ فا 


48Д Ма تابع ضمني مشتق‎ х ۹٦7٦ 


د 
ریم 4 
خپ رکی 


د مل 
مشتق د | А‏ 
ستعمال ځا 
Б>‏ 


"سر ار E‏ 


له مشتق څخه په دبرو خایونوکی؛ لکه: (په فزیک کی د حرکت؛ سرعت او تعجیل اروند معادلې د مشتق 
څخه پەگتہ | خبستنم سره حلبري همدارنگه په کیمیا کی هم د تابع د تحولات. د خینو لبمیتونو په پیدا 
کول کی کاراخستل کیک خد که دا د ار د 

۵-1 يوې تابع تحولات: 


)2( | )0 
9 متزايدي او متناقصې توابع څه دول توابع دي؟ 
٭ در شکل په (а,Ь)‏ انتروال کی د مندء ‏ او د په ټک و کې د رسم شویو مماسونو میلونه د (2) 
شکل له مماسونو سره پرتله کړئ. 
٥‏ په (1) او (2) شکلون وکې تر ټولو لور یکی او تر تولو ټیټ ټکی په‌گوته کړئ. 


و 


٥‏ په پورته شکلون وکې وضیی چې کومه تابع په کومه ساحه کې متزایده او په کومه ساحه کې تابع متناقصه ده؟ 
٭ په متزایده متناقصه او ثابته تابح کې مشتق و خبری. 
د پورته فعالیت پابله داسی بیانوو: 
1- که د( د)/ر تابع په [,0] انتروال کې متمادي او په (,0) انتروال کي د مشتق وړ وي» ن وکه 
چبري په ورکړل شوي انتروال کې 0 < (7)"/, وي» تابع په هغه انتروال کې متزایده بلل کېږي. 
2 که چبري د () تابع په [0,2] انتروال کې متمادي او د (а,Б)‏ په انتروال کې د مشتق وړ وي 
که به ورکر شوي انتروال کې 0 > () ر وي» نو تابع په هغه فاصله کی متناقصه بلل کېږي. 


یادونه:د تابع له تزاید څخه مطلب دا دی چې د × د متحول قیمت په زیاتبدو سره د تابع قیمت زیات او د 
تابع له تناقص څخه مطلب دا دی چې د × د متحول د قیمت په زبانہدو سره د لايا تابع قیمت کم پاتې 
لومری مثال: ونیی چې د ТОд-х7--3х-1‏ تابع گراف متزاید ده. 
حل: خرنگه چې تابع کسري بڼه نه لري» نو ټول حقيقي عددونه د تعریف ساحه کبدای شي او هم پوهپرو 
چې د تابع د تزاید شرط 0020 دی نو لازمه ده چې د تابع مشتق تر مطالعي لاندي ونیسو: 
اال ГО)‏ 
Г) =3х° +3‏ 
لیدل کېږي چې د مشتق لومری حد تام مربع دی» نو د × د ولو قیمتونو لپاره همېشه مثبت دی. کله چې 


)3+( ورسره جمع شي بيا هم قیمت يې مثبت دی نو د0 ТОО»‏ دی نو تابع متزایده ده. 


دویم مثال: د 5+ ×3- "= ГО)‏ تابع په کوم انتروال کې متناقصه ده؟ 

حل: خرنگه چې د ЈА)‏ تابع په هر انتروال کې متمادي او د مشتق وړ ده» نو د متناقص تابع لپاره 
لرو 0 > () 7 دی یعنی: 

Т(х)-3х7-3-0 
7/(3)-0 
37 -3 20 
2د‎ 2-3 
اعد که ود‎ 


لیدل کېږي چې د تابع مشتق د 1> > 1- په انتروال کې منفي دی. نو تابع په همدي انتروال کې (1,1-) 


متناقصه ده. 


دریم مثال: 5 Р(х) = 5х-4‏ تابع تحولات وڅېړئ. 
حل: لومری د تابع د تعریف ساحه پیدا او وروسته د تابع د تزاید شرط په کې خبرو: 
р, э ІК‏ 


4 - رڈ = ГО)‏ 
0< 7۱0-5 
څرنگه چې 0 < ГО)‏ نو د ولو قیمتونو لپاره همبشه مثبت دی. نو تابع متزایده ده. 


خلورم مثال: د 7× = ر د تابم گراف ته خیر شئ او وضیئ چې ورکړل شوي تابع په کوم انټروال کي 
متزایدہ او په کوم انتروال کې متناقصه ده. 

حل: پوهېږو چې که تابع متناقصه وي 0 у'<‏ او که تابع متزايده وي 0 у'>‏ خخه دی» تو کار شر 
چې: 


У‏ وو سه کے دس 
0>× ج 0 > 2۲ ج ۷ د تناقص شرط 


Ч‏ هدم ج 2120 0< 'زرد تزاید شرط 


= - - 0 + + + е » х 


د تابع له گراف څخه لیدل کېږي چې تابع د )00,0-( په انتروال کې متناقصه او په оо)‏ +,0) انتروال کي 


متزایده ده. 
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ې 
رب 


1- د ۲+0 - Т(х)‏ د تابع تحولات وښيئ؟ 


235 
ул--х-1» -2‏ د تام تحولات وشب:؟ 
د 4 رد аг‏ کول کاو ئی 
3- وضیاست چې د 1+ ГО) 27 +3٨‏ تابع په کوم انتروال کې متزایده ده؟ 
4- د 2+×3+ ”×= ر دتابع د تزاید انتروال و ټاکئ؟ 
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تسم ووک 


ө‏ متحول د قیمت په زباتوالي په کوم انټروال کې د تابع قیمت لوبېږي. 
ө‏ د متحول د قیمت په کموالي پ هکوم انټروال کې د تابع قیمت کمېږي. 
۰ د تابع تحولات په (c,d)‏ او (4,е)‏ انتروال کې وڅېړئ. 

٥‏ د (د)/ تابع مشتق په کومو ټک وکی له صفر سره مساوي دی. 


د پورته فعالیت پایله داسې بیانوو: 


د بوي تابع په گراف کې د у‏ پر محور تر ولو لوري نقطې ته апахітит) „ья‏ او تر ټولو تیټې نقطي 
ته د تابع اصغري( 0010111110111 نقطه وایی» د × د هغو قیمتونو لپاره چې تابع اعظمی او یا اصغري قیمتونه 
اخلی د д ро‏ ۳17 7111607)) نقطو په نامه يادبرري. 


تعویف: 

1 - ثابته قابع: که چبري د يوي تابع لومری مشتق هميشه له صفر سره مساوي وي تابع ته ثابته تابع وابي۔ 

2 متزایده تابع: که چېرې د یوې تابع لومری مشتق د (а,Ь)‏ په فاصله کې مثبت وي تابع په هغه فاصله 
کې متزایده بلل کېږي» يعني 0 'لز چې په لاندي شکلون و کي لیدل کېږي. 

3- متناقصه تابع: که چبري د یوي تابع لومری مشتق ОЛ‏ فاصله کې منفي وي یعنې 0 >( وي؛ 
تابع په هغه فاصله کې متناقصه بلل کېږي چې په لاندي شکلون و کې لیدل کېږي. 


)2( )0 
1- اعظمي یکی: که چبري د Ул ГО)‏ تابع د Хо‏ په معین ټکي کې د تزاید له حالت خخه د تناقص 
حالت ته بدل شي یا په بل عبارت د م1 په دې معین ټکي کی د مشتق اشاره له مثبت خخه منفي ته 
بدله شي د ٨,‏ په نقطه کی د تابع قیمت د اعظمي(1018511001101 په نامه بای 
2- اصغري ټکی: که چبري د (×)/ у=‏ تابع د Хү‏ په معین ټکي کی د تناقص له حالت څخه تزاید 
حالت ته بدل شي یا په بل عبارت د Ху‏ په دې معین ټکي کی د مشتق اشاره له منفي څخه مثبت ته 
بدله شي د مد په نقطه کې د تابع قیمت د اصغري 00117111711111 په نامه يادپرري. 
3- د انعطاف کی: که چبري مشتق خپله اشاره د Ху‏ په يوه معین ټکي کی له مثبت خخه صفر ته او بيا 
مثبت ته یا له منفي خخه صفر او بيا منفي ته بدله کړي х,‏ د انعطاف د نقطي т/їесПоп Роіпі‏ په 


نامه يادبرري. 
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لومری مثال: د 22 + تیش Сви‏ تابع راکرل شوی ده دا تابع خو د (Ёхітете)‏ ټکي لري. 
حل: د تابع لومری مشتق پیداکوو بيا هغه مساوي په صفر وضع کوو او د × قیمتونه په لاس راورو. 
در 225 


په پابله کې وبلای شو چې اصلي تابع دریمه درجه ده» نو د То)‏ د تابع مشتق 15 2 )2( په دوو نقطو 


2 خپله علامه بدلوي» نو دوه Фхїешеу Ав‏ یکی لري. 


ха! 
تابع موضعي 17076006 ټکي یا نسبتي ټکي مشخص کری.‎ е взе دویم مثال: د‎ 


حل: لومری د تابع مشتق په لاس راورو وروسته ہی علامې تاکو: 


لیدل کېږي چې تابع د = ر شکل لري نو سس جک ےر 
= 
о) 0 на Банн‏ 
ЛО я‏ 


гээ‏ کسر قیمت هغه وخت له صفر سره مساوي دی چې د تابع صورت مساوي له صفر سره وي. 
х - 27+ 2 =0‏ - ج Г(х)-0‏ 
2- و4 - 2 > A‏ 


۰ E ۹٣ 73 
: 2а 20 


3 - 2-2 _ ۵ له-8- :3 
)= 206 


په جدول کې ښکاري چې 7 د لو N‏ دوارو خواوو ته خبله علامه بدلوي» نوتابع دوه بحراني 
6 ټکي لري» یعنی تابع اعظمی او اصغري ټکی لري. 


مطلق اعظمی او مطلق اصغری تکی Absolute Maximum & Absolute Minimum‏ 
کبدای شي يوه تابع په өх‏ انټروال کې څو موضعي بحراني ټکي ولري» خو په يوه ټاکلي انټروال کې تابع 
يوازي يوه مطلقه اعظمي او يوه مطلقه اصغري نقطه لري. په شکل کې بې ونیی؟ 


А 
۸9 
۱ 
! ! М 5, 
Ху, ХүХ,| ود‎ +7 
د ()/ په تاب ع کې اعظمي او اصغري يكي وښيئ.‎ ө 
ө 


د ГО)‏ تابع بحراني ټکي په گوته کړئ. 

٭ پورتنی تابع په ورکرل شوي انتروال کې خو موضعي بحراني ټکي لري. 

٭ پورتنی تابع په ورکرل شوي انتروال کې خو اصغري او اعظمي لري. 

د پورته فعالیت پایله داسې بیانوو: 

مطلق اعظمي :Absolute Maximum‏ په عمومي ود کر کی مطلق اعظمي بلل 
کېږي» که چېرې د ()7 د تعریف په ساح هکې د هر 5 لپاره ДО) (х)‏ وي» نو ()7 ته مطلق 


۰ ۰ ۹ 2200 
اعظمي وايي لاندي شکلونه وگورئ. 
ЕТЕ » o »‏ 
Ч 2-0‏ 
اوي که Xo Р хэ‏ 2 
)05 نشته шин‏ (ت)'/ نشته 


مطلق اصغری ۱۷1101۳10 :АБѕоіше‏ په عمومی Зээ‏ د ((مد) / (х0,‏ نقطه مطلقه اصغري بلل 
کېږي» که چبري د کر د تعریف په ساحه کې د هر »د لپاره از С‏ وي» نو په دې حالت کي 
(,) 7 ته مطلقه اصغري وابيء د × هغه قیمتونه چې د هغوی لپاره تابع یا اعظمي او يا اصغري قیمتونه 


اخلی د х‏ دغه قیمتونه د Ехігете‏ په نامه يادپري. 


ховс نشته چو و‎ уа) اد‎ Оа) 


1 1 0۵ 
مس د ۰ 02 د تابع مطلق اصغري پیداکری. 


حل: د )1463 د تابح مشتق نيسو او د مشتق د تابع حلونه په لاس راورو: 


دو نوف 


3+ -(«) /ر 

ГО) 0 \ 
х+3=0 \ 
х= -3 \ 
73)= 5 


lim 7) = т +3 =2) = 1 


АЕ‏ ہے لک 


2 хээ хо х-юо 2 
х | پ۶‎ ٦ 1 7 +оо 
О) - - 0 + + + 
ТОО | коёч 9 پک اس دسر دا ید‎ 
2 Міп 2 


په پایلەکی د 3-= × په ټکي کې چې د تابع قیمت (5-) دی او تابع په (5-,3-) ټکي کې مطلق 


اصغري لري. 
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دویم مثال: د Т(х)-х"-3х-2‏ د تابع اعظمي او اصغري ټکي پیدا او رسم يې کړئ. 
حل: د اعظمي او اصغري ټکو د پیدا کولو لپاره لومری د تابع لومری مشتق پیدا او بيا د مشتق د تابع صفري 
ټکي په لاس راورو. 


Т(х)-х"-3х-2 
3-(د)'/ر‎ 7-3 


/ | | 2-1 ود و 21 XxX‏ 


07 / ۶ ۲ 1(2-) = (1-) £ 
ہہ ریہ ړل 
: 4- 


)1( 21 -3.1+ 2 -1-3+2 - 0 
700) -0-3-0-2-2 

)2( > 22 -3.2+2- 4 

шиш ۱ ۰ ۴ 


Мах f (-1) 4 Min /(1)-0 
ПЕЕ 2 ا‎ 0 1 ф مهم‎ 
И) 4 څې () سے = / د‎ + 
ЈО) کات نے‎ 0+0 2 


له جدول خخه لیدل کېږي چې تابع د )-٥,-1(‏ او (۰0+,1) په انتروالونو کې متزایدہ او (1,1-) په 
انټروال کې متناقصه ده نو د (1,0) نقطخ اصغري او د (1,4-) نقطه اعظمي ده. 
د يوي تابع دگراف رسموولو لپاره لاندي يكي بايد په پام کی ونیسو: 
1 د تابع متمادیت او نامتمادیت مطالعه کرو. 
. د قایمو محوراتو سره دگراف تقاطم. 
. د لومړي مشتق د اشاري مطالعه د تابع د تزاید او تناقص لپاره. 
د تابع د اعظمي او اصغري ټکو لپاره د مشتق صفري ټکي پیدا کول. 


د جدول ترتیبول او د هغوی به مرسته د گراف رسمول. 


сә 


٢‏ سا ط ہا پس 


دریم مثال: د 7× - × +2 = ر تابع‌گراف رسم کړئ؟ 
حل: لیدل کېږي چې تابع د متحول د ولو قیمتونو لپاره تعربف شوي ده. 
1- ددي تابع د تقاطع یکی د × او У‏ محورونو سره پیداکوو: 
د نز له محور سره دگراف تقاطع د ټکو د پیداکولو لپاره په ورکرشوي تابع کې 0= × وضع کوو: 
у=2+0-0= 2‏ 20 1 
дэнж‏ گراف د از محور په (2 ,0) نقطه کی قطع کوي. 
د × د محور سره دگراف د تقاطع د ټکو دپیدا کولو لپاره У‏ مساوي په صفر وضع کوو او د × قیمت پیداکوو: 
٤‏ - 2 . 2-0 


٠ +٭ط-‎ Nb” 41 


1,2 


2а 
5 ПЕОН 
د‎ -0 2 
х=-1, ر×‎ =2 
گراف د × محور په (1,0-) او (2,0) نقطو کې قطع کوي.‎ дэмж 
اول او دوبم مشتق خبرو.‎ шин د تابع اعظمي او اصغري ټکي پیداکوو؛ ددې کار لپاره‎ -2 
چو وو سر‎ × 


خرنگه چې د تابع په اعظمي او اصغري نقط وکې د تابع لومری مشتق صفر دی نو 0 'ل( سره وضع эх‏ 
2 رز 
уг-0:-1-2х-0‏ 
اورت س ا کے в‏ 


سے و 
2 

1 ۱ ЕЕ: Ў “Эбэ! 

تابع په 0 نقطه کې یو اعظمي یو یا اصغري قیمت لري» دهغې دپیژندنی له پاره دتابع دويم مشتق پ سا ЗР‏ 


2 
ټک و کی خبرو: у!--240‏ 
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1 5 1 ۴ 5 ” Е. 
څرنگه چې "از تل منفي دی» نو په ج = د کی هم منفي دی» ځکه نو تابع په ج = ټکی کې يو اعظمي‎ 
ا‎ 1 


1 
قیمت لري څرنگه چې د وس ہج کی یشرو مه په تد 


۳ 
ГЭД 227 
2127 


دامنحني دانعطاف نقطه نه لري» ځکه چې دهر × لپاره 0 > "ر دی. 


3- په 2۰0 کې دگراف څېړل: 
مه = lim у = lim(2 +x — x7”)‏ 


ما 00ج زر 
lim y ао ۰ ۰۱‏ 
مور سن 


د زياتي رونانتیا لپاره لاندې جدول ترتیب شوی؛ او د تابع ټول بدلونو نه په هغ وکې په گوته کوو او وروسته نوموری 


ТУГ 
د لاندي توابعو موضعي ۳016106 ټکی و ټاکئ.‎ -1 
ха! 


а) ۸ ۶۶۶ -3х-2 (ط‎ ۱۱۳ = с)у < ر3‎ - 4+1 
х 


اد Т(х)-3х7-4х2‏ د تابع مطلقه ШИШ‏ پیدا کړئ. 


(2 


۳ و 


® د у= Р(х)‏ د تابم منحني د Ја (а,Ь)‏ کی څه دول منحني بلل کېږي؟ 

у= (х) > 9‏ د تابع منحني د (0,6) په انتروال کې څه دول منحني بلل کېږي؟ 

۰ > )0,9( په انتروال کې په منحني یو مماس رسم کری او له هغه مماس سره يې پرتله کړئ چې د 
(5,6) په انتروال کې په منحني رسمبري. 

د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 

1. د ГО)‏ = ر تابع منحني په يوه انتروال کې پرسیدلی یا محدب بلل کېږي» که چبري په دې انتروال 
کې په منحني مماس رسم شي» نو مماس د منحني له پاسه یا پورته خواته پروت وي» په دې صورت 
کې د تابع دویم مشتق منفي 0 >"( په لاس راخي. 


تم 


په دې ډول که د Е)‏ د تابع دویم مشتق د انیروال 
په تولو ټک وکې منفي وي نو د تاب ع گراف یا منحني په دې و 


J AGE Z2‏ د تابع منحني په يوه انتروال کی ننوتې یا 
مقعره بلل کېږي» که چېرې په نوموړي انتروال کې په 
مهم رس شتو همان لوت کا 
لاندي یا ښکته خوا پروت وي» که د () у=‏ د 
تابع دویم مشتق د انتروال په تولو ټک و کی مثبت 
۷۱( وي» منحني په دې انتروال کې مقعره بلل 
کی 


تعریف: هغه نقطه چې تابع له مقعریت څخه محدبیت ته او يا ددي پر عکس جهت بدلوي» او لومری 
مشتق يي موجود او دویم مشتق یې صفر شي د انعطاف 1011661601 نقطه بلل کېږي. 

که د () = بر تابع د مد < 1 په ټکي کې چې د تابع دوم مشتق صفر شي( ۳)7,(<0) وي تابع د 
٨ =‏ په يکي کې د انعطاف نقطه لري او ددې برعکس تابع د انعطاف نقطه نه لري. 


لومری مثال: Ї(х)-х!-5х-45‏ د تاب عگراف رسم محدبیت او مقعریت یی وڅېړئ. 
حل: تابع د متحول د ټولو قیمتونو لپاره تعریف شوي ده. 
1- د 82 له محورسره تقاطع 
со,‏ لاک 
у=4‏ 
2 د Х‏ له محورسره تقاطع 


1= ر× , 4= پر ج х? -5х-4-(х-4Хх-1)‏ - | 


су 


7-0 
х? –5х+4=0 


Хэ‏ له محور سره د تقاطع ټکي (4,0) او (1,0)دي. 


۱ 
۱ 
۴۱ ۱ »-Х 


.. 2 


دویم مشتق په لاس راورو: 


دگراف» مقعریت او محدبیت د څېړلو لپاره د تابع 


9 جج مج поа‏ 


ТГ(х)-2»0 
دی نو په پایله کې وبلای شو چې منحني ننوتی یا مقعره ده.‎ у"> 0 خرنگه چې‎ 


دوبم مثال: هغه انتروالونه وټاکئ چې په هغي کې د 6+1 - رو ×= پر تابع گراف محدب يا مقعر 


حل: 


6١1‏ مرون ے پر 
6+18 - "ہر ج 3х2418х-6‏ نز 
6+0 < 0> بر 


6 > -18 = х<-3 
у">0 = 6+18 <0 


6x < -8 
х»-3 


خرنگه چې لیدل کېږي د تابع دویم مشتق په (3-,00-) انټروال کې منفي او در 0 +,3-) انیروال کې 
مثبت دي» نو دا دول گراف په لومری انتروال کې محدب او په دویم کی مقعر دی. 


с) 


دریم مثال: د 5- <<( د تابع > تکی و 


حل: 


ټاکئ؟ 


ЛЕЕ (х) 55 15° 


یدل کېږي چې په 


Оу ر20‎ х 
ЈО) =0 

20:7 -30x =0 
x(20x” -30( =0 


3 
3 او 0= × = × کې د تاع دویم مشتق صفر دی با0 = Ро)‏ 


بدلوي او په دې ټک و کي مماس رسمیدلی شي چې هغه یکی د انعطاف ټکی دی. 


1. د 4 - خرس (د)/ر د تابع محدبیت او مقعریت وتاکئ. 


3 +۰ = ۶۶ ۶۸ د تابع د انعطاف نقطه وټاکئ. 


9 د 2+1 () دتابعگراف د 7+1-- ГО)‏ تابع له گراف سره پرتله کړئ. 
узах +ђх+с> ®‏ د تابع د تعریف ساحه و ټاکئ آیا دا تابع متمادي ده؟ 
۰ د نوموری تابع لومری مشتق پیدا او د Махипит‏ او Міпіпшт‏ يکي او د تناظر محور بی وټاکئ. 
© له محورونو سره د تقاطع يكي و اکی. 
9 د تحولاتو جدول ترتیب او وموری منحني رسم کری. 
د پورته فعالیت پایله داسې بیانوو: 
1- د تابع د تعریف ساحه: لیدل کېږي چې تابع د متحول د ټولو قیمتونو لپاره تعریف شوی ده» یعنې: 
э (-%о,+о)‏ ,رز 
نو تابع د خپل تعریف په ساحه کې متمادي ده. 
2- د تابع د بحراني ټکو او د تناظر محور ټاکل: 
Т.(х)-2ах-5-40‏ 
Ро) =0‏ 
 - 0‏ +207 
(- - 2076 
ص 


Х = — 
2а 


1 А 0+9 9 Е 
در‎ 


а 


РЭБ. 
ED тэ тге=0 
)و‎ + сЕ С 
р? TS + 4ас 7 Дас =? 
4а 4а 4а 
1 
ЕЕС مر‎ 7 ) > 
а>0 = ію (х) = +0 الف: که 0 <4 وي نو:‎ 
21111021: 
تابع په په ) 2 ټکي کې 11 لري.‎ 
a<0 ج‎ lim f(x) = که مہ‎ хо 
хо Дас = (2 
لري.‎ Мах تابع په به ( ) ټکي کې‎ 


НТ” و‎ ۲ 
-5 
по 


کے واوو b‏ 
خرنگه چې 0 < 4 د منحني خوله(جهت) پورته خواته او د )00 Эр"‏ -( اصغري نقطه ده. 
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ЕА 
2а 


ھا کے اعظمي نقطه ده. 


202222 د تع دل مک سوه ارد ( 
خرنکه چې منحني خوله(جهت خو 


1۳5 


لومری مثال: د 3+ ×4 - ”× = ГО)‏ د تابع تحولات مطالعه اوگراف یې رسم کړئ. 
حل: 


1- د تابع د تعریف ساحه (50+,0-) تا بع د ولو حقيقي قیمتونو لپاره تعریف شوي ده» نو تابع په دې انتروال 
کې متمادي ده. 
2- د تابع د منحني تقاطع د × له محور سره: 
у= 0‏ 
х? -4х+3=0‏ 


(х=10)(х-3) = 0 (1,0), 
ПЕШТЕ гв 


(3,0) 


х-3=0 = х=3 
له محور سره:‎ у د تابع د منحني تقاطع د‎ -3 


۰۴۰۵ھ 
у=0-4:0+3 ۶ (0,3)‏ 
د3 у=‏ 
4- د تابع د 011761116 ټکو د پیدا کولولپاره د لومړي مشتق صفري ټکي پیدا او جدول یې ترتیبوو: 
50 کک اک لے کس ل کے 2۱ = 
--У(2,-1) ши | |‏ | 1--22-4-2-3-)1(2 
(х) ә +оо ۲ !‏ ج +оо‏ پر 


lim f(x) = lim [x - 4x +3]= مب‎ 
2 Д » К 


09 

Уу - - - + + 

+ 92 سا ید ید 3 у|-юм‏ 
Міп‏ 

دویم مثال: د ×2 + ×-= (х)‏ د تابع تحولات مطالعه او گراف بې رسم کړئ. 


حل : لبدل کېږي چې تابع د ټولو قیمتونو لپاره تعریف شوي ده نو 


1- د تابع د تعربف ساحه عبارت ده له: )00,400-( چې په دې ساحه کې تابع متمادي ده. 
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2- د تابع د منحني د تقاطع یکی د Х‏ له محور سره: 


р, Э(-%о,+оә) 


Т(х--х + ۲ 
(х) 2-27 + 2 210 
< 201 2 < 0 


 )(<0 
х? + 2 20 
х(-х+2) = 0 - د تقاطہ‎ 
х =0 (0,0) طع یکی‎ 
-х+2= 0 
х, 2 (2,0) 
له محور سره:‎ у د تابع د منحني تقاطع د‎ 23 
х-0 
Т(х)--х +2х 
Т(х)-0-2-0 
Ј0)=0 (0,0) 
نقطو د پیدا کولو لپاره د تابع لومری مشتق پیدا کوو او جدول يې ترتیب اوگراف يې‎ ехігете د تابع د‎ -4 
222522 
7, 
(1D) 
» x 


) +оо 


л O‏ ا7 


| << (1,1) Мах 


1 


+ 


0 


مہوت 


+ 


-2х--2 
آے:‎ 
шин! 
х 
ГО) 
Хо) 


Мах 
په جدول کی لیدل کېږي چې د مشتق علامه د مثبت څخه منفي ته او یا د تزاید حالت څخه تناقص ته شکل بدلوي» نو تابع‎ 


1.1( په ټکي کې اعظمي ده. 


Я 
С 


1 د1- یرے 2 < Р(х)‏ د تاب مگراف رسم کړئ. 


ТЇ(х)-х2-х-2» 2‏ د تابع دگراف بدلونونه وخبری اوگراف بې رسم کری. 
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د توابعو د گرافونو مجانبونه 
شکل ته پام وکری یکی تک ی کرښې د خه په نامه : 
«бэ‏ ومو ې واخلئ. ї‏ 


»-Х‏ منم 


۰ مجانبونه خه دول کرښې دي؟ 

٥‏ مجانبونه» منحني‌گاني په کومو ټک وکې قطع کوي؟ 

د پورتني فعالیت پابله داسې بیانوو: 

مجانبوفه: هغه مستقيمي کرښې دي چې د منحني دگراف لپاره د لارشود حیثیت لري او د منحني کرښه قطع 
کړي. هغه تابع گاني چې د متحول د خینو قیمتونو لپاره غير متمادي وي» مجانبونه لري او په دري ډوله دي. 

1- عمودي مجانب:د )٨(‏ / = ر تابع عمودي مجانب لري چې 

ха‏ اوه ج у‏ وکړي» یعنی مد = lim f(x)‏ شي‌یاپه بل 

عبارت په کسري تابع گان و کې که چبري د کسر مخرج مساوي په صفر 

شي» نوموری تابع بي‌نهایت خوا ته تقرب کوي» نو ددي ډول مجانب د ۲ < 


پیدا کولو لپاره د کسر مخرج له صفر سره مساوي وضع کوو. 


2 مايل مجانب: د ГО)‏ = ر کسري تابع کله چې د صورت او 7 
مخرج د تقسیم حاصل د بوه مستقیم خط په شکل( 9 01 ) لاسته ۱ 
х ИС 1 1 ٨‏ 2 -» 


چې اع بر مجانب لرونکی وي» یعنې د متحول د صورت درجه د 


متحول د مخرج له درجې څخه د یو واحد په اندازه لوړه وي. 


Сэ 


په یاد ولری چې که يوه تابع د افقي مجانب لرونکي وي» مایل مجانب نه لري او بر عکس که چبري مايل 
مجانب ولري افقي مجانب نه لري. 


3 افقي مجانب: يره تابع هغه وخت د افقي مجانب لرونکې ده چې УА‏ 

که +оо‏ جم وکړي د تابع قیمت یو ثابت مقدار شي او یا په بل عبارت و ی 
يوه تابع هغه وخت د افقي مجانب لرونکی ده چې که 300 ج د وکړي» ہے بل 
نو ء ج у‏ ته تقرب کوي» یعنی lim f(x)=c‏ شي. 


3 1+ 2 7 
لومری مثال: د و ۱ تابع عمودي او افقي مجانب پیدا کری. 
حل: د عمودي مجانب د پیدا کولو لپاره د کسر مخرج مساوي په صفر وضع کوو» لرو چی: 
نو 2 < 1 د تابع عمودي مجانب دی. 0 - 2 < )- ٩‏ - 21 
х-1 1 1 т‏ . : 
افقي مجانب عبارت دی له: 2 УЕ‏ کہ ШИД ٢‏ 
У,‏ 
х 1-1 0 +1‏ 
шон | ۶‏ 
»-Х‏ سلا 4 
х? +2х-1 ۱‏ 
و ОО Басо Ја‏ 
حل: 
р -1‏ مجانب: ددي مجانب د پیدا کولو لپاره د تابع صورت د تابع پر مخرج وپشو: 
ох -2х-1-‏ 


1 
تہ‎ ۸٥ 
х 22 


2- عمودي مجانب: د دې مجانب د پیدا کولو لپاره د تابع مخرج مساوي په صفر وضع کوو: 


1- »2 + 2 
اس رھ ھک 


х 
افقي مجانب: څرنگه چې تابع مايل مجانب لري» نو افقي مجانب نه لري.‎ -3 
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тулу مج‎ 


حل: 


1- عمودي مجانب: د تابع مخرج مساوي په صفر وضع کوو: 


= ()/ تابع مجانبونه وټاکئ. 


(x +1)(x- 2) =0 


х+1=0 ×- 2-0 
آ7ج:‎ Х,-2 


22 او х--1‏ د تابع عمودي مجانبونه دي. 
2- افقي مجانب: د افقي مجانب د پیدا کولو لپاره د تابع لېمیټ په لاس راورو: 


а Е. Саса 
ДЕА ٣۰٣ 


نو 1= نز دتابع افقي مجانب دی. 
3- خرنگه چې تابع افقي مجانب لري» نو مایل مجانب نه لري. 


د مجانبونو د تاکلو عمومي طریقه: 
7 
په ناطقه تابع کې m‏ او 71 په ترتیب سره د صورت او مخرج درجې وي» نو 


الف: که 1 > 7 وي» نو د × محور افقی مجانب دی. 


که چبري د 


ب: که т=п‏ وي» نو у-5‏ افقی مجانب دی» داسی چې ۸ د 7 او 7 د درجو د حدودو د ضریبونو 
نست دی. 
۵: که چېرې 1- = 17 وي رکه د صورت درجه د يوه واحد په اندازه له مخرج څخه لوبه وي تابع هرو 


مرو مايل مجانب لري» په دې حالت کې افقي مجانب نه لري. 


۸ 


3 
су سا‎ 0 


0 


د لاندي توابعو مجانبونه وټاکئ. 
3х-6 20‏ 
о) = 20 у‏ )1 
2-4--00/ )3 
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د هوموگرافیک تابع کانو کراف 
شکل ته پاملرنه وکری دا شکل د خه دول تابع‌گراف У,‏ 


دی؟ افقي او عمودي مجانبونه یې )12257 


۳ 


¥ 


۰ هوموگرافیک تابع څه ډول تابع ده» په يوه مثال کې بې واضح کړئ. 


1 و 
د نوموري تابع مجانبونه لومرٍی پیدا او بيا بې رسم کری. 


© د تابع دگراف تقاطع د УЯХ‏ له محورونو سره پیداکرئ. 


го:‏ فا تی 
ax + "ЭМ‏ ۱ 1 / 
هغه تابعگاني چې د шэг,‏ شکل ولري» هوموگرافیک تابع گانې بلل کېږي» داسی چې 0 с+‏ وي. دا 


دول توابع دوه مجانبونه لري کیا 


ax b р 
د سے‎ С а 7 
lim f (+) = Ба-а > گے پر‎ шаа 25071 
موجےر‎ хэо СХ хоо 0 ٥ 12207 т 
حم يريل سے‎ 
Х X X 
d : 
сх-4-0 > сх--4 عمودي(قایم) مجانب بی: جح و‎ -2 
2 7-٦ 21-1 1 
د تابع بدلونونه وڅېړئ او گراف یې رسم کړئ.‎ шэг 52 لومری مثال: د‎ 
حل‎ 
2-3 =0 


- 
1. خرنگه چې د تابع مخرج د 3 = × په قیمت کې صف رکېږي» نو تابع پرته له 3 = × څخه د متحول په تولو 
قیمتون وکی معینه ده» یعنی د تابع د تعریف ساحه ټاکو: (۱3 72[ = Domain‏ 


® 


Ро) =0 
2х-1-0 (=,0) 


дэм”‏ د اک2 
2 


9 د تابع د منحني تقاطع د У‏ له محور سره: 


1 1 2۰0-1 
سس 2 - اج 0م = 0- 
З)‏ 2 سر ۱ 2 
4 د مجانبونو تاکل: 
аи‏ ا رک رن 
- : 3 پر хэ+о‏ 1 
3- ۹ 
ب- عمودی مجانب: х-3-0 => Х-03‏ با E‏ 
С 3‏ 


5 د تابع د 6 ټکي پیدا کوو او جدول یې ترتیب ا وگراف یی رسموو: 


۱۲ 22120. 

[ ۲( = 3) = 3) <0 

فل 10(х-3)‏ 29فا 837 0 учо)‏ 
نا 2-0( )2-2( 


2-1 


دویم مثال:د 7= (ند)/ د ابع دگراف بدلونونه و څېړئ اوگراف يې رسم کړئ. 
حل: ۰-۱ ج 1-0م پر 
1- د تابم د تعریف ساحه [1-] 1۱ ج ,0 يعني تابع په 1- х=‏ ټکي کې تعریف شوې نه دہ 


03 


2- د تابع د منحني تقاطع د × له محور سره: (1,0) ج у-0 5 х-1=0 5 х=]‏ 


3- د تابع د منحني تقاطع د У‏ له محور سره: )0-9۷ وو = х-0‏ 
4- د مجانبونو ټاکل: 
الف- عمودي مجانب: х--1‏ = 0> +ر 
ب- افقی مجانب: lim << с‏ = ۶ ونا 
پت ٩‏ + پر хэ+о‏ 0ب بر 
5- د تابع 6 نقطی پیدا کوو» جدول یی ترتیب اوگراف یی رسموو: 
х-1‏ 
== ۱ 
1+ 2 
1-(х-1)-14х-1) х-41-х-1 2‏ 
ET‏ 7ب ғо‏ 
(х+1) (х+1) (х+1)‏ 
0-(x+1)” -2۰2(x+1) 1! -4‏ 
ын‏ 4= ۱۳۳ 1 )5-1( ا" 
(х+1) (х+1) (х+1)‏ 
00 — 27 
ЭХ) + + 1‏ 
-Х‏ 21 سب 
ло + | - 7‏ 
1ے 252 260 


دریم مثال: غواړو د کے = («) تل مگراف رسم کرو 

حل: 

1- د تابع د تعریف ساحه تر ہرنی لاندي نيسو لیدل کېږي چې تابع پرته له 0 х=‏ نور د متحول د تولو 
قیمتونو لپاره معینه ده» بعنی: (116۱)0 + ,1 

2- د محوراتو سره د تقاطع ټکي 

الف- د × له محور سره تقاطع: 


аша, 
2-5 - 0 

==> (250 
222 ( ) 


ب- د у‏ له محور سره تقاطع: د0 х=‏ لپاره د ТОО)‏ تابع تعریف شوي نه ده» نو له У‏ محور سره تقاطع نه 
3- مجانبونه: 
الف- عمودي مجانب: څرنگه چې په مخرج کې يوازي ‏ موجود دی» نو 0= × بې عمودي مجانب دی چې د 


20 محو رکبري. 


0ب بر 


4- د بحراني ټکو پیدا کول: د بحراني ټکو د پیدا کولو لپاره د تابع لومری مشتق پیدا کوو 


ب- افقی مجانب: 25:51-2 ون = Ш (х)‏ نو 22 ر د تابع افقي مجانب دی. 
н х :‏ 59 0ج زر 7 


22-5 
Јо) =‏ 
2-х-(2х-5) 2х-2х-5‏ 
کے وت Гена‏ 
х х‏ 
5 
Г) = <0‏ 
х‏ 
خرنگه چې 0 < ГО)‏ دی نو تابع متزایده ده. 
دگراف د رسمولو لپاره د تابع تحولات په جدول کې ترتیبوو: 
у‏ مه + 21 مه - х‏ 
| + + + )2 24 
ПОТ 2701-2727, 272‏ 
2 | نه دی تعربف شوی 
سے شس تچ و چو ید نه افقي مجانب 
-2/ 
2 
الا 
4 
چم ) 
22112211 
د ہے = به 7 ЗЯ‏ 
کہ بش يله سر و رسم یې کړئ 
2 د سس = ()/ تابع بدلونونه وڅېړئ او رسم بی کرئ: 
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د دربمې درجی بو مجهوله تابع گراف ۰۵0۶0 4+ + + у=ах?‏ 
تابع دگراف په هکله خپل نظر بیان کړئ. 


Р" 


Ж 

ө‏ د ټګ کر ے7 تابع په ارہ فکر وکړئ او ووایئ چې تابع خومه درجه تابع ده؟ 

٥‏ د نوموړي تابع ضریبونه او ثابت حد ولیکی. 

9 د نوموري تابع دویم مشتق پیداکری. 

د پورته فعالیت پابله داسي بیانوو: 

1 د ل +6 + + ГО) ах”‏ په دریمه درجه تابع کې چې 0 < ۾ وي داسې په پام کی نیسو. که 
چېرې د تابع لومری مشتق پیدا کرو دویمه درجه تابع په لاس راخي نو د 20( لپاره د دویمی 
درجي د معادلي حل په پام کې نيسو او ۵ يې مطالعه کو و که چېرې د معادلې ۵ له صفر څخه 
لوی (0 (АЛ‏ وي» نو معادله(د تابم مشتق) دوه حله لري» که چپري 0 < ۵ وي منحني له کین 
لوري خخه ښي لوري ته يوه نسبي اعظمي نقطه Госа! Махітшт)‏ او يوه نسبي اصخسري 


<<) Local Minimum) 


(x)= ax? + bx? + cx + d Ж‏ کر 
Р(х) = Зах? +2bx +c‏ 
а>0 0‏ 


х - Х, Х, + مه‎ 
тэ ат: 
ПЕЛЕ - ҮЙ 


» х 


2 د +b +e +d‏ نج( په تام کې که 0 > ۰۵ 0= )70 او 0 < АО)‏ معادله 
دوه جذرونه لري» که چېرې 0< ۸نو منحني له کین لوري خخه ښی لوري ته يوه نسبي 
اصغرى(2 M1111‏ 10691 او о‏ نسبی (Local ۷101701011 „ғ!‏ نقطه لري. 


5 که د сөд‏ درجې تابع منحني نسبي بحراني 13470190 ولري» د 17507016 دټکو د منخني يكي یا د 


х بت سوت‎ А 
О دخ‎ аа) 
Мах „Мах 
Цаа IEE 2 Л کک‎ = 2 2 
1 777 مم‎ 
Min Min 
د دریمی درجې تابع د تناظر یکی د تابع د انعطاف ټکی:‎ .4 
Ро) -0 


Зах? + 20+ 2-0 


۳ 2023 ٣ھ‏ 5 Б‏ بت = 
چې د تناظر ټکي بې وروسته د نوموړي معادلې له حل څخه د تناظر مرکز 5 Е‏ 


۸٨0 


5 د Р(х) =a” + +сх+а‏ په تابع کی که 0 4 وي او له 0= )7100 سره وضع شي او 
АО‏ نو معادله یو یا دوه مساوي جذرونه لري په هغه صورت کې چې 0 > ГО)‏ وي» نو 


په دې صورت تابع» متناقصه ده او که چېرې 20 زا ز وي» نو په دې صورت کی تابع متزایده دہ 


لومری مثال: د *(2 +)(1-)-()/ تابع تحولات وخبری ا وگراف بې رسم کړئ. 

حل: لومری د تابع Ехігете‏ ټکو مختصات په لاس راورو وروسته د لومړي مشتق په مرسته گورو چي 
تابع په کومه برخه کی متزایده او په کومه برخه کې متناقصه ده. له محورونو سره د تقاطع ټکي پیدا کوو او د 
اعظمي او اصغري نقطو د تشخیص او د انعطاف نقطو د پیدا کولو لباره د تابع دویم مشق په کار وړو د 
تحولاتو جدول یې ترتیبوو او بيا یی گراف رسموو: 4 - ?32+ Ро) = х?‏ 


Т(хүэ3х +67 

3х? +6х=0 

х(3х+6) = 0 

х=0 , 3х-6-0 ج‎ х,=-2 

22 تا وو کے OSU‏ 

)0( = 0 +3۰0 -4 - 4 

E ۶4 

=—8+12-4=0 

( (٩ ج‎ 90 0 

62 = -6 

х= -1 

د انعطاف د نقطې د لاسته راورلو لپاره 1-> 7 په اصلي تاب کې وضع کوو چې د )3( قیمت لاسته 
راخي: 

J{( DCI D2) =2 
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> انعطاف تکی: (2-,1-)] 


له محورونو سره تقاطع: 
الف- د × له محور سره تقاطع: 
у-0‏ 
0= 2(2 +م)(1-م) 
х-1-0 (32271‏ 
(2,0-) , (1,0) ج 2-0 + پر ج х-1‏ 
Х,--2‏ 
د د له محور سره تقاطع: 
х-0‏ 
(4-,0) ج 4-=4- 3۰07+ ڈ0 ۔۔ بر 
1 
| 
БОЛПЛЛОН‏ 
| 31 
/ ۱ | 


دویم مثال: د کر + Т(х)--х‏ د تابع تحولات وخبری اوگراف بې رسم کړئ. 
حل: د تابع لومری مشتق پیدا کوو او وروسته بې صفري نقطی ټاکو او د تابع اعظمي او اصغري نقطې په 
لاس راورو. 
1- 
روح یت رق ار 
СЕ ٦‏ 
х(-3х+6)= 0‏ ج -3х +6х=0‏ ج ТГ(х)-0‏ 
-3х=-6 > х, 2‏ ج Xx 20 , -3х46-0‏ 


60 


اعظمی او اصغري ټکی عبارت دي له: 
0= 3.072 + 0-- (0 
)0,4 ,)00( و 20 
22222222 
2- محورونو سره تقاطع: 
الف- د Х‏ له محور سره تقاطع: 
0- بر 
0= پر3 + × - 
(3,0) , )0,0( ج 0= (3+ ۲ 1 
0 گ 3-0 
Х,-3‏ 
х-0‏ 


ب- دز له محور سره تقاطع: 
Р(х) = -0 +3.0 -0 | БОЛ‏ 


3- د انعطاف د نقطې د پیدا کولو لپاره (х)‏ مطالعه کوو: 
ТТ(х)--6х-6-0‏ 


٢-1 
AO 
(7۸۷ و‎ 2 


4- اوس یې جدول ترتیبوو او گرا اف یې رسموو: 


Зар 


نسبي 1,1 


“Мах نسبي‎ 


دریم مثال: د +х+1‏ ر3- خر Ро)‏ د تابع د تناظر د مرکز مختصات پیدا کری. 
Те‏ 5- ۷ 
حل: پوهېږو چې د تناظر مرکز د وت له رابطې څخه لاسته راځي» نوا 
то) =1 -30) +1+1=0‏ و 2 


х= =‏ 
За 3.1‏ 
С(1,0)‏ د تناظر د مرکز مختصات 


Ы 


а]‏ د لاندې تابع گانو د تحولاتو جدول ترتیب ا وگرافونه پې رسم کړئ. 
ха , 5) f)» =-)x-(‏ نو و а)‏ 
2- د РО) = 2-7 +6х-3‏ د تناظر د مرکز مختصات پیدا کری. 


К‏ کی 


+. 


۰ په مخامخ شکل کې د (а,Ь)‏ په انتروال کې د Р(х)‏ 


په منحني باندي داسې یکی يا ټکي شته چې له هغو ی ها ی 
خخه په منحني داسې مماس رسم شي چې د×له 10 ла‏ 
محور سره موازي وي. رول 7 , 

ө‏ د («)/ تابع په کوم انټروال کې متمادي او په کومه 
فاصله کې د مشتق وړده. 


٥‏ که چېرې (0(<760)/ وي نو د ,»د ټکي په (а,Б)‏ انتروال کې وڅېړئ. 


قضیه: که چېرې د ТОС)‏ تابح دک ک 0 په انتروال کې متمادي او د > > 4 په انټروال کې د مشتق 
ЕЕ ТЕО 0006‏ سک 
о) 05‏ شي 


гүү 7 


فبوت: خرنگه چې د ЈОХ)‏ تابع په ورکرل شوی انتروال کې متمادي او د مشتق وړ ده» نو بحراني 

6 پکی لري. 

1- که ОО‏ ثابته تابع وي» نو واضح ده چې 0= ГО)‏ ده. 

2 که Т(х)э‏ تابع ثابته نه وي» او х,,х (а,Ь)‏ او 0< ГО)‏ وي» نو تابع په [ط,0] > х‏ کې یو 
7 قیمت لري چې 0> РО) < О)‏ شي او همدا راز که 0> J (x)‏ وي» نو تابع یو 
اصغري Міпітит‏ قیمت لري. 


خرنگه چې په 6 نقط وکې د تابع مشتق صفر دی نو 0 - (م×)'/ کېږي. 


لومړی مثال: د رول قضیه د 009 = ЛО)‏ تابع لپاره په [57, 7] -[0:2] فاصله کې تطبیق کړئ. 

حل: څرنگه چې 1--)10(57-)7(/ سره دی» نو د ()/ تابع د هره × لپاره د مشتق وړ ده نو د 
)7,57( په انټروال کې متمادي او په (7,57) په انتروال کې مشتق منونکی ده چې د 10116 د قضيي 
مطابق په )7,57( کې لږ تر мэд‏ ہد موجود دی چې د هغه قیمت لپاره 0 <(0097) شي. څرنگه چې 
(соѕх)'= - 51۳ х‏ دی نو А‏ 0 = × ]51 - معادلي لږ تر لره یو حل په (7,57) کې موجود وي. 


0 = × 510 ج 0 = × 510 - دا معادله په (7,5л)‏ کی درې خله 7 قیمتونه اخبستلای شی. 


دویم مثال: د رول قضیه د 41-37-)3(/ تابع په [.1 -]-[2.»] فاصله کی تطبیق کری. 

حل: ЧАЈ‏ کېږي چې تابع د پیل او پای په ټک و کي د مشتق وړ نه دہ ولې د رول د قضیي د تطبیق وړ ده 
خکه 0= )70 = (1-) 7 دی (7)0 تابع -Ы|«‏ 25 متمادي ده او په [1,1-] کې د مد یو عدد 
شته چې 0= ()"/ شي او هغه 0= ,»د دی۔ 


у(х) = ын‏ فورمول خخه په گټه اخبستنی سره مشتق په لاس راورو: 


د 


د متوسط قیمت قضیه(لاگرانژقضیه: 


/ ў 
722 1 مخامخ شکل په پام کې ونلیسئ:‎ 
УФ) 272 /8 -21 ديوي مستقیمی کرښې ميل له کومی رابطی څخه په‎ = 
ہت‎ го) 0 
(а) 
"+0۸ 
1 ٤ » Xx " 
х0 Ь 7 سروس‎ 


٥‏ د 70 دکرښې ميل د ГО)‏ د تابع له مشتق سره خه اریکه لري؟ 

له پورتني فعالیت څخه قضیه داسی بیانوو: 

قضیه: که چپري (×)/ د[ط,م] په فاصله کې متمادي او (0,Б)э‏ په فاصله کې د مشتق ور وي د 
(а,Б)‏ له انټروال خخه د » يو عدد شته دی داسې چې: (0 Ј(а) = Р)‏ -(۵)/ر 
بعنی: ОРЕ ОО ٢‏ 


ثبوت: وه مرستندوب تاع په ہام کی نيسو لیدلکیری چي: г0)-/0)-29)-292‏ 


ہے 90-70 Ә-Ә...‏ - )50 = )ع 


р-а 
8(5)-/(5) пала ال و‎ Е П 
-а р-а 
انتروال کی شته دی چې‎ (а,Ь) نو (طاع = (0)ع سره دی د رول د قضیی پر بنسټ سره د » عدد د‎ 
اج دی» نو:‎ )0( -0 
-(مي‎ а) ОЛ ہے ے‎ 0-70 
гө-29- ла)“ = 22-10) 
-0 ]- 0 


> 7()-/(а)-/(с)ХБЬ-а) 
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مثال: د 1+ ×8- +2 = (х)‏ تابع کې د متوسط قیمت قضیه به 1,31 - ٥,1‏ | کې وخیری. 
حل: لیدل کېږي چې د ЛО)‏ تابع په [1,3] کې متمادي او په (1,3) کې د مشتق وړ ده» نو د متوسط 


قیمت له قضيي سره سم په (1,3) کې یو د شته داسې چې: 


Л) f(a) ور 36 (0)/-(3)/ے‎ 
Б-а 220! 2 


26 ارو 2 برد 6-8-18 ح(ید)ر 
کے 126 2 13 
х 2122‏ په (1,3) ک дэ‏ وه دی 


او ٣"‏ - = × په (1,3) فاصله کې واقع نه ده» نو د قبول وړ نه ده. 


سر mn‏ 
1- که چپري د )4—1( = ЈО)‏ تابع د ]0,4[ په انټروال کې راکرل شوي وي د مد قیمت داسی 


پیداکرئ چې د رول قضیه په پورتني تابح کې صدق وکړي. 


2- که د بو کو تابع راکرل شوي وي د Хо‏ قیمت د [0,3] په فاصله کی داسی وټاکئ چې 


О) == 


د رول قضیه په هغې کې صدق وکړي. 
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3- د ھوپپتال قاعده Нора]‏ لل 
مخامخ مساوات خه بيانوي؟ 
х '(x‏ 
а‏ تک رن 
(х)‏ 2 91 رز ха 8(х)‏ 


Xx” -3% +2 

ڪڪ ڪڇ ڇڪ ڪڪ 
1- 

© سو ادف CC‏ کا 

3x жиг - پر‎ 1 
A 9 


= (د) / د تابع لېمیټ په هغه صورت کی پیداکرئ چې 1 - د ته تقرب وکړي. 


دب وک 5 تقرب وكري. 
Ё 2 ес 1. 2‏ 

له پورتني فعالیت څخه دا قاعده بیانوو: 

د هوییتال قاعده: 

که د Р(х)‏ او 8(х)‏ تاب ع گانې د (a,b)‏ په انتروال کې تعربف او د مشتق ور وي. 

که چپري )70 د لېمیټ نسبت 0 Х-Э‏ قیمت کې د 2 مبهم شکل او په مه х‏ .2 شکل 


20 
ونيسي. په دې حالت کې د تابع د میت د پیداکولو لار د زا مشتق پیداکوو او په هغه کې قیمتونه 


وضع کو و که بیاهم د تابع شکل مبهم وي» مشتق نیولو ته ادامه ورکوو تر څو د ابهام شکل ختم شي د مثال په ډول: 
۹۹۱۶٥۹) 10‏ ۰ 
lim = - =‏ 
0 2251 هتړ хэ2‏ 
Хо) _ 435+1 42+1 9‏ 
81(х) 2 2۰2 4‏ 
ОЕ . 2 -527- 020‏ 
Түүн | - -‏ 
хэ2 (х-2)х-2) 77 2+2 4‏ 


сэ 


مثال: د لوپیتال له قاعدي څخه پەگتہ اخيستني سره د لاندي توابعو لبمیتونه Ма‏ کړئ. 


3х2 - 4+ 6 


سنا (3 
И ٦‏ 
لومری خواب: 
دویم خواب: 
دریم خواب: 


3 


۰ агт 
Xx + 2х 2) ша? 81 


3 سا پر x43‏ 


1( 0 - 
x50 х - 10 ۲ 


0 017912۰0 9۵27 ېې 
2x 0-518 2۰.0 0‏ رر - پر ٥دد‏ 
_ 1+2_ 1260826 ہے 20 +۴ ہر 
хэ0(х—5іп 2х) 7۵01-2005927 1-2‏ 


е 9 


Е Х 5 

lim = lim = 

о وور‎ этэ гт 
4 отуи 3 23 

. 9 ي٣‎ 


3х7-4х-46 مه‎ 
مه 1+ ر2 752 سم‎ 
а (3х2 –4х+ 6) 
хэ» (752 - 2 +1)! 
6х-4 مه‎ 


lim = 
хэо14х-2 оо 

lim (бх-4) Ш 6 Е 
хэх(14х—2) 14 7 


د لوپیتال له قاعدي څخه په گټه اخيستني سره لاندي لبمیتونه پیدا کړئ. 


5 5 
. 8ШХ . د‎ 1 
а) lim : b) ша 
х-0 Х ээ ٦ 
= 5 
. 8ШХ ا‎ 
с) 0 : d) lim, 
х-0 х хоо 3x 
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د بحراني ټکو تطبیق 
په مخامخ شکل کې تر ټولو لور تکی او تر ټولو ټېټ تکی 


12293 او دا یکی د خه په نامه يادپرري. 


مثالونه: 
1مثال- دوه عددونه پیدا کرئ چې مجموعه یې 20 او د ضرب حاصل بی لوی ممکن قیمت ولري. 
حل: که لومری عدد ته зэх‏ شي» نو دویم عدد - 20 دی او د ضرب حاصل يې د تابع په شکل 
داسی: (+-20)× = ()/ لیکی خرنگه چې د х‏ عدد په ]0,20[ انتروال کې تحول کوي؛ نو د تابع 
مطلق اعظمي قیمت په [0,20] کې эх)‏ 
Т(х)-20х-х2‏ 
ҒО) =0‏ 
0= 20-2 
-2х--20‏ 
х!)‏ 
0 200-100 = *10- 20۰10 = (10) 
0= 220.0-02 )700 
0 = 400-400 = 202 - 20.20 = (20)/ر 
АЈ‏ کېږي چې )100 ۵ 10 تابم اعظمي نقطه ده» نو مطلوب عددونه 10 = Ху‏ او 10- Х,‏ کی 2 
2 مثال- د يوه خوخنده جسم د حرکت معادله د (7-2()7-3) х=‏ په بڼه راکرل شوي ده» د جسم 
متوسط سرعت د 1-3 او 4= 7 د وخت په واټن و کې پیدا کری. 
حل: د منخني سرعت د تعریف په مرسته لیکلای شو چې: 
70 0+ )ؤ ص 
4-3 4-3 2-1 


сэ 


<А =‏ سرعت 


حل: 
ау 4‏ 
477 = ۰3۶ = ج مور سے دکری حم 
Эс 0 ах 3‏ 
8лх‏ = 4۰2 = 2 ک 472 = ريگ = دکری مساحت 
ах‏ : 
dv 4m dv 1‏ 


- 
ds 7 ds 2‏ 
مثال- د سانتی (С,‏ او فارنهایت (۳) د حرارت تر منخ С-2(8-32)‏ اریکه شته» تاسی د О‏ او (۴) 


تر منخ منخنی نسبت ویاکی. 
ТТА) Е f(x) ۸‏ 
حل: د منخنی سرعت د تعربف зурци л ) Ж Е Уу‏ 
Ах Ах‏ 
5 3 
٦ ој ١ 5‏ ہ 5( ДОМ‏ 
AF AF AF 9‏ 
5مثال- يوه ځمکه چې مستطیلی شکل لري» محیط یې 2007 دی» کہدای شی اعظمی Махітит‏ 


حل: په ورکړل شوي محیط سره کولای شو» дә‏ مستطیلونه رسم کرو ولې شرط دا دی چې هغه مستطیل زموږ 
مطلوب دی چې مساحت يې تر ټولو زیات وي» ن وکه د مستطیل اوردوالی په × او سوریې په У‏ وښیو» نو 
لیکلای شو: 
2y = 0‏ + ×2 = میحط 
у=100-х‏ ج 100ھ ر + 2 < میحط 
Хх: у‏ مساحت 
٣ے х(100-х) =100х-х? , р‏ = 5 
х»0 , у>0 =5100-х>0 = х<100‏ 
اوس د 100-7 > 5 په تابع کې 100 > × > 0 انتروال کی د تابع اعظمي مساحت داسې پیدا کوو: 


ПОА 1 
5-100-2х шал! 50 Мах 
6-0 2100-22-0 -эх-50 = ہی5‎ 0 

lim S(x) = 0 х |0 50 100 ә 7 

/ 1 جر 

lim 5(5)-0 ا ھا‎ ЕЕЕ | 

= ООО Ї ۴ 


2500 


Су, 


50 واحده وي» نو مساحت 2500 واحد مربع کېږي. 
6مثال- که د دوو عددونو مجموعه 200 وي» هغه عددونه داسې وټاکئ چې د مربعاتو مجموعه یې اصغري شي. 


حل: که چپري دا عددونه ‏ او وي» نو 200 = + د اوکه ох‏ ,,1- رز + تور فرض کرو نو: 


-у?‏ 20 د 
۳- 6200+ خر = 
х2 + х2 - 4007 + ۴‏ = 
40000+ :400 – ر2 = 
4-0 7 
0= 1 
0= 4-400 
х-100‏ 


په АМ‏ کې وبلای شو چې د مربعاتو تر ټول و کوچنۍ مجموعه عبارت ده له: 20000 Т оо‏ 

7مثال- د ۸ ټکی د 2 بر د منحني له پاسه حرکت کوي» تر ټول و کوچنی انتروال د А‏ د نقطې او د مختصاتو د 
مبدي ترمنخ لاسته راوړو. 

حل: د وو د تابع منحني پر مخ د ۸ د نقطې مختصات )2 ,)4 دي» نو: 


2 4 
ОА = u + رر‎ = х? رورا‎ 


х 


22 ЗЕЕ رڪ‎ а= (%7 (+) کت‎ 22106 : 
х х 

2 –8 

а= 2 

0 ی0 

2x =8 

х = 2 Й ر×‎ = 2 

220272: روت‎ ٤ ٦ 

9 МООС 

4ه ي !0 


په پایله کې تر ټول و کوچنی فاصله له مبدا څخه 2 واحده ده. 
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8مثال- بو مکعب مستطیل چې قاعده یې مربع ده» په پام کې نیسو که د دريو وارو بعدونو مجموعه 24 
وي» د مکعب تر ولو لوی حجم پیداکرئ. 
حل: که د مکعب مستطیل د قاعدي ضلعې ته × او جگوالي ته بې 7 وویل شي» نو: 
2х‏ - 24 < پر ج 24 х+х+у=‏ 
خرنگه چې у20‏ دی نو 12> ک0 کېږي او د مکعب مستطیل حجم عبارت دي له: 
үзх-у-эУ-х(24-2х)-2435”-2х” |‏ 


ү-24х”-2х” 7 )0( = 24.0* –2.0° 

Р(х) = ر48‎ - 6 - 0-0-0 

И'(х) = 0 И'(0)= 0 

48 -0 7(8) = 24.)8( -2۰)8( 

х(48-6х)-0 -1536-1024--512 

512 = )7(8 0= د 

48-6х-0 У(2)-24-12)-2-(12) = 3456-3456 -0 
-бх--48 У(12)-0 

Х-8 


фь 


мэн 


٣٦ہ‏ ۹" د تابع تحولات پیدا او منحني یې رسم کړئ. 

2- که د اوسپنې له یوي تختې خخه چې هره ضلع بې 177 طول لري یو سر خلاص بکس جوړېږي. د هغه له 
خلورو کنجونو څخه خلور مساوي مربع گانې پري کری او بيا هغه قات کړئ کوچنی مرب ع گانې په کومه اندازه 
پري شي چې نوموری بکس ممکن اعظمي حجم ولري. 

3- د دع ر گراف ته جبره نژدی نقطه له А(3,0)‏ نقطې سره پیدا کړئ. 
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د خپرکی مهم ټکي 
وت ое‏ 
خلاص انټروال کې د مشتق وړ او 0 < Го)‏ 

(а,5) د ()کر يوه تابع هغه وخت متناقصه بلل کېږي چې د [0,۵] په انټروال کې متمادي او په‎ е 
Го) > 0 خلاص انتروال کې د مشتق وړ او‎ 

٭ دتابع له تزاید څخه مطلب دا دی چې د ‏ د متحول په زیانبدو سره د تابع قیمت زبات او د تابع له 
تناقص څخه مطلب دا دی چې د × متحول په زیانبدو سره د تابع قیمت کم شي 

ө‏ په يوه تابع کې تر تولو لوړې نقطې ته مطلق 2221„ Махіптшт)‏ ۸0501016 او تر تولو ټېټې 
نقطې ته مطلق اصغري( 111101 «Absolute‏ وايي د × هغه قیمتونه چې د هغوی لپاره تابع یا 
اعظمي او یا اصغري قیمتونه اخلي د ۴ EX‏ په نامه يادېږي. 

۰ مطلق :Махипит‏ د ((م×)/ (хо,‏ نقطه مطلقه اعظمي بلل کېږي» که چبري ЛО)‏ د تعربف 
په ساحه کې د هر ٨‏ لپاره  )»(‏ < )700 وي» نو Ў (хо)‏ ته مطلقه اعظمي وايي. 

۰ مطلق ٧۷1011001‏ :د ((م×)/ (Ху,‏ نقطه مطلقه اصغري بلل کېږي» که چېرې () [ د تعریف په 
ساحه کې د هر х‏ لپاره (,) 7 < ()7 وي» نو ( ,)۴ ته مطلقه اصغري وايي. 

۰ د ()/ = ر د تابع منحني په يوه انتروال کې محدب بلل کېږي» که چبري په دې انتروال کې په 
منحني مماس رسم شي» نو مماس د منحني پورته خواته پروت وي او د تابع دویم مشتق منفي په لاس 
راځي. 

۵ د (د)/- ر دتابع منحني په يوه انټروال کې مقعر بلل کېږي» که چېرې په نوموري انتروال کې په 
منحني مماس رسم شي» نو مماس د منحني ښکته خوا پروت وي او د تابع دوم مشتق مثبت په 
لاس راځي. 

٭ هغه ټکی چې دتابع له مقعريت خخه محدبیت ته اويا برعکس خپل لوری بدلوي» د 
انعطاف(1811601101) ټکی للل کږی. 


۰ هغه تاب عگانی چې د го) - Эн‏ بڼه ولري» د هوموگرافیک تاب عگانو په نامه يادېږي» په دې شرط 


چې 0 ٭ وي. 
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٥‏ که چپري د (د)/ تابع د > ک 4 په انتروال کې متمادي او د > × > 4 په انتروال کې د مشتق 
وړ او ГЫ)‏ = (0)/ وي نو لږ ترلږه د مد یو تکی په > 0× > 4 په انیروال کې شته چې 
ГО) =0‏ دی دا قضیه د رول د قضیې په نامه يادپري. 

٭ که چېرې (×)/ په [ط,م] فاصله کې متمادي او د (а,Б)‏ په خلاصه فاصله کې د مشتق وړ وي د 


× بو عدد د 0 او 0 ترمنخ شته چې 2-70 رر دی دا د متوسط قیمت قضیه بلل 
کٹ 
د هوییتال قاعده: 


که د /(х)‏ او 8(х)‏ تابع گانې د (a,b)‏ په انتروال کې تعریف او د مشتق ور وي. 


0 
.= شکل ونيسي په دې حالت کې د تابع د لېمیټ د پیدا کولو لپاره د 2а‏ لبمیت پیدا کوو او په هغه کي 


قیمتونه وضع کو و که بياهم د تابع شکل مبهم وي» مشتق نیولو ته دوام ورکوو 22 تر څو د ابهام شکل ختم شي. 


د دریم څپ رکي پوښتنې 
لاندې پوښتنو ته خلور خوابونه ورکړل شوي دي» سم ځواب په نښه کړئ: 
1 که يوه تابع په [/,4] انتروال کې متمادی او د مشتق وړ وي» نو هغه وخت متزاید ده چې : 
а) f'(%)=0 Б) /(5)«0 <c) f'(x)>0 а) (۱0‏ 
2- په يوه تابع کې تر ټولو لوړې نقطې ته: 
هېڅ یو )4 Absolute Maximum‏ وايي Absolute Minimum р) Р? 10111001081 с)‏ ويي а)‏ 


х-1 
ٹر‎ +2 


ہد 


000 په تابع کی د 110761116 یکی عبارت دی له: 
نه لري лог а)‏ 3 یو ټکی (ط دوه يکي а)‏ 


هېڅ یو аЙ‏ ےت го с)‏ (ط د اعظمی تکی دی а)‏ 
3-5د ах? +bx+c‏ سے Р(х)‏ د تابع د تعریف ساحه عبارت له : 


هېڅ یو )4 ә) Б) (ә, 0) с) (0,-о)‏ +,م۔) а)‏ 
225 له = го)‏ تابع عمودي مجانب عبارت دی له: 
атга! ( ۸ 2 с)х--1 а) х--2‏ 
7- د هوم وگرافیک تابع عمودي مجانب عبارت دی له: 
سه суув? а)‏ گدږط ره 
С c a d‏ 
ея _ 4 - 6‏ ۱ 
а= >> 8‏ تابع افقي مجانب عبارت دی له: 
с)-6 а) -4‏ 6 )5 4 رہ 
9- لاندي کومه الجبري اریکه حقیقت لري: 
РЭГ 10), 709‏ 0ر О‏ 
шы еше d) ٢‏ و ту) О)‏ 9 له کو 


9 


لاندي پوښتنې خواب کری: 
1 د ×- ×= ЈО)‏ د تابع د منحني ميل د (۶)3,0 په يكي کی پیدا کری. 
то‏ په تابع کې د [4 ,3] په انتروال کې د منحني د بدلون ټکي پیدا کړئ. 
د نیون د خارج قسمت په مرسته د لاندنیو تابع گانو مشتق پیدا کری. 
/(х)-3х2-1 3) /(х)-4/2х‏ )2 ۶0-2 )1 
4 د لاندنیو تب گانو په ورکرل شوو نقط و کې مشتق پیدا کری. 
مد x =-1 DA‏ , )م2 ر(عم)/ 1 
5. د لاندې تاب گانو مشتق پیدا کری. 


دن 


(х) = 2х-4х° 2) ۸+1‏ )1 
6 په ورکرل شوو ټک و کی د تاب عگانو مشتق محاسبه کړئ. 
ЇГ - 7-37 ==‏ 


2) РО) = 6х2 xl و‎ СЕ 


у(х) < ۹۹ - 32 > 3‏ د تابع خلور ځلې مشتق ونیسی او د هغ ېگراف رسم کړئ. 
8. د لاندي تابع گانو مشتق پیدا کری. 


1) /(х)-х secx 2) /(х)-8ш(3х-1) 3) Р(х) = cos” 2x 
یا‎ E داد‎ 9 
ل08"‎ ۲5 өв, رول‎ 


х? 


2.د از مثلثاتي تابع گراف رسم کړئ. 
f(x) = tanx 13‏ مثلثاتي تابع گراف رسم کړئ. 


сэ 


خلورم خبرکی 
انتیگرال 


СЭ 


د 


ده وسسی وما اس اس سم ہ۔ анир‏ ما 


د ریمان مجموعه 
Riemann 9 Sum‏ 2 

په مخامخ شکل کې که د دايري شعاع یو واحد ده» د دايرې Ё‏ 

د محيطي او محاطي خلور ضلع يگانو مساحت حساب 

کری او ووایاست چې ددي دايري مساحت له مخامخ خلور 2 

ضلع يگانو له مساحت سره خه اړیکه لري؟ 


7 1 

۰ هغه مساحت چی د × د محور او 2 + 21 = Р(х)‏ د تابع د 

گراف په منخ کې د[0:4] په انتروال کی محصور شوی دی ай‏ | 
کے 4 

۰ د 2 +27 > :رتابع په گراف کې د څلورو لاندبنیو او پورتنیو 

مستطیلونو مساحتونه چې په شکل کې ښودل شوی دی پیدا 


٥‏ د پورتنیو مستطیلونو د مساحت مجموعه او د لاندبنیو مستطیلونو د مساحت مجموعه د تابع دگراف د 
لاندېني مساحت سره په ورکړ شوي وان کې خه اړیکه لري؟ 

9 پورته په خبر فعالیت د اتو مساوي لاندبنیو مستطیلونو او د اتو مساوي پورتنیو مستطیلونو لپاره تکرار 
کړئ او پابله یې دگراف د لاندي مساحت سره په نوموري واټن کې پرتله کړئ. 

٥‏ که چبري د پورتنیو مستطیلونو د مساحتونو مجموعه او لاندبنیو مستطیلونو د جورولو لپاره د تابع په 
گراف کې د فاصلې وېش زیات کرو د پورتنیو او لاندبنیو مستطیلونو د مساحتونو مجموعه کوم قیمت 


ته نژدې کېږي. 


'- که چپري د х‏ په محور د فاصلو تقسیمات زبات کرو او يا که چېرې په يوه فاصله کې د مستطیلونو شمېر زبات شي» په هم هغه اندازه دگراف 


С) 


لاندي مساحت د قیق په لاس راخي. 


تعویف: فرضوو چې د () = ر تابع د )0,9( په ترلی انتروال کې متمادي او تعربف شوي وي که 


چېرې د ناحیی مساحت چې د Х‏ د محور او (د) مر у=‏ د تابع دگراف ترمنخ واقع دی چې په هندسي 


شکلونو نه شی بدلبدلای» محاسبه کرو نو : у‏ 
А 5‏ 
کم 2 
Ах‏ 
Х‏ -» جر 5 5 7 101-2 0 
ба : ЛАБ 0‏ 
> [0,0] تړلې انتروال په п‏ مستطیلو نو وبشو خرنگه چې د هر مستطیل عرض د ( = = (Ax‏ 


رابطې څخه په لاس راخي او د مستطیلونو طول عبارت دی تابع قیمت په هماغه نقطه کی دی. 
او د مستطیلونو د هر انتروال اوردوالی د 7, ... ,1,2,3 - 7 لپاره په لاندي دول دی: 
2 ۲و . хо =а,х =а+Ах,х,=а+2Ах...,х, =а+іАх,‏ 
Ч хэсэх‏ 22112011 اد С ЇЕ : Ї‏ | 
که په شکل کې د لاندپنیو مستطیلونو مساحت په ۵( )/ او د پورتنیو مستطیلونو مساحت 
په Т(х,уУлх‏ وښودل شي» نو لرو چی: 
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تش( (х, (۲ (х,‏ + ... + ×( د) کر +۵( مد) کر = لاندینیو مستطیلونو د مساحتونو مجموعه 


і=1 


f ) (۸+ ... НЭЭЛТЭЭ )Ах‏ + ×۸( )7 = د پورتنیو مستطیلونو د مساحتونو مجموعه 


7-1 
که چېرې محصور شوی مساحت په 4 ویو نو : О)‏ > 4 > ۵۲(, :)2 
1-1 آ7 


іт У JG ()Ах صنا ک‎ 1> У (х, )Ах 
БА п (00 по І 


п 00 


С) 


د سانډوېچ د قضیې پر بنسټ لیکلای شو چې: Ах‏ 102/62 = 4 = ۵۲ (ېد)/ر іту,‏ 
поо 1 1-0 121 : :‏ 


نو ۸۲( ته د ریمان مجموع او ددې مجموعي لېمیټ يعني ۵۳( ,د)/ 2 10 ته د ریمان د 
по пар 3 3 Ё 1-1‏ 


مجموعي لېمیټ وايي. 
لومری مثال: د[2, 0] انتروال په خلور مساوي برخو ووېشئ» د 1+ у=?‏ منحني ХА‏ محور تر منخ 


حل: که چبري [0,2] انتروال په خلورو مساوي برخو ووہشو؛ نو د مستطیلونو عرض داسې په لاس 

5-а 2-0 1 
Ах = == == 5 5-| 
7 21517 


دو مستطیلونو دهر انتروال اورردوالی عبارت دي )4: 


х = 

Ї 201 ? Ї 2021 ? ЇЕ [¥34] 
1 1 3 3 

(0, 51 ? ۵ 9 П, 51 9 8 2| 


په لاس راغلي قیمتونه د × په خای په تابع کې وضع کوو. 


Т(ху-х +1, £ (0) =1 
76)=125 , (=2 


76)=325,70)=5 


КА! 
1 1 3-2 
2-7 


59+ 325 +2 +29 1 - د پورتنیو مستطیلونو د مساحتونو مجموعه 
d< 3‏ < "ھ2 

دویم مثال: د × +21 ТОО‏ تابع د Оо‏ د مجموعي لېمیټ په [10, 1 انتروال کې پیدا کری. 

حل: 


х = a + Axi аа 0ہ‎ ٦ 
11 
lim У (х )Ах =lim[> (1+ х,)Ах] 
поо 7-1 по 7-1 
- шидээ» 01-32) 


- эсэх + ХУ х, | 


1-1 


-ШЦГ- 22 + му, (а + ۸۵([ 


(- 


ا ہد lim[Z‏ = 


НЫ 


22 دہ ات lim[Z‏ = 


по 
1-1 


= زا‎ ۹ 7 
مجر‎ у 7 7 2 
2 
р 7 
2п 


no 11 


[ 


1221 2ہرو+۔ بو - 


2n‏ مه چم 


2 шаг 27 


27 0ج ہر 


2110: 2ہروو‎ шиг 
2п 


по 


2 0 
no 2р? 217 


ل 
7 ل2 


مه چم 


ہس“ و 
2 


0 


2 
Я]‏ د [0,3] انتروال په بشپررو مساوي برخو له وبشلو خخه وروسته د 31 - لر مستقیم خط او د х‏ د 


2 د 0.5 = ۸۷ قیمت لپارہ او د لاندي جدول د قیمتونو په پام کې نیولو سره گراف رسم. د لاندبنیو 


| و‎ | 14 | 20 || 26 | ٦٦ 


3 د ×2 -8 = ر تاب ع گراف د لاندي 2 مثلث مساحت د[0,4] په انتروال کې د ریمان د مجموعي 


د لېمیټ څخه په گټه اخیستنی سره پیدا کری. 


د انتیگرال مفهوم 
Concept of Integral‏ 
مساحتونه د انتیگرال په واسطه محاسبه کېږي. 
آیا کولای شو چې د مخامخ شکل پورتنی مساحت په 


لاس راورو. 


د هغې تابع انتیگرال چې مشتق بې معین وي او یا په بل عبارت د Ону‏ مجموعي لېمیټ ته انتیگرال وايي 
دار | انتیگرال علامه دم د зит‏ دکلیمی يا د ریمان د مجموعې د توري غزیدلی حالت دی» 
لکه: /Одах‏ |= ۵۲( ر را چې دلته ГО)‏ تابع او ×4 د (:د)/ تابع د انتیگرال متحول نظر 
× ته دی۔ 1 
انتیگرالونه عموماً په دوه ډوله دي. معین او غير معین انتيگرالونه» هغه اتیگرالونه چې په ترتیب سره بې تر 
څېړنې لاندې نیسو: 

Indefinite Integral غیرمعین انتیگرال‎ -1 

Ж فعاليت‎ 

TT разва n 
ددې تابع له مشتق څخه انتیگرال ونیسی.‎ 9 
په لاس راغلی انتیگرال له لومرنی تابع سره پرتله کړئ او ووایی چی(1-) په نوموري تابع کی د خه په نامه یادېږي.‎ ٥ 
ونوموو د )13( تابع له څه سره مساوي ده؟‎ ٤ که په پورتني تابع کې (1-) په‎ ۰ 
له خه سره مساوي ده.‎ (х) تابع لپاره تکرا رکړئ او ووایی چې‎ Р(х) = × +1 ٭ پورتنی فعالیت د‎ 
له پورتني فعالیت څخه لاندي تعریف په لاس راخي:‎ 
يوه لومرنی تابع‎ (х) د‎ Р(х) تابع د [۵,م] په ترلي انتروال کې تعریف او‎ О) تعریف: که چبري د‎ 
تابع گانو سټ په داسی حال کې چې 6 بو ابت عدد وي د (×) تابع غیرمعین‎ Р(х) +С وي. د‎ 


| /одас- Е(х)-С په نامه يادېږي او داسې لیکل کېږي:‎ 0 ЖА 
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є 


لومری مثال: хах‏ | پیدا کری. 


х" х? 
(1060: 
1+1 2 حل‎ 


Е dx = 


نت 1 
دویم مثال: је ах‏ حسابکړئ. 


4 
2: 7 

حل: гээс‏ رز ? ёс-|х‏ پا 
7 ۳ 


3 
دریم مثال : جه 7« | پیداکری. 


5 
2. х х? 2 2 
|х? а ۹ 8+ حل:‎ 
2 


5 


46, انتیگرالونه محاسبه‎ E 
а) | а а) Е 
2 ۳ ах е) | х! ۰ ах 
с) ۳ dx 


د غیرمعین انتیگرال خواص 


| Ё ах Properties of indefinite integral 

تاسې د لېمیټ او مشتق خواص مخکې مطالعه کړي؟ آیا 
کیدای شي چې ورته خواص په غير معین انتیگرال کې 9 یم je‏ 
По): в0)1а 177 -.‏ 
ас e920‏ )0 ۳ 


لر 


د مشتقاتو له خواصو څخه په کار اخیتسنی د لاندي تاب ع گانو مشتق پیدا کری. 
Јо) =3“‏ 
1 
т‏ 
х‏ 


Jf (x) = sin х + ۲ 


ЈО) = 


ЇЕ х” 


له پورتني فعالیت څخه لاندي پایلی په لاس راورو: 
خرنگه چې د تاب عگانو د مشتق د پیدا کولو لپاره له ځانگړو قوانینو خخه گټه اخبستل کېږي» غیرمعین ین انتیگرالونه 
هم د داسې خواصو لرونکي دي چې هغه پرته له بوت څخه قبلوو: 

1- که ۸ یوثابت عدد وي» نو لرو چی: 1-1040 Їїйх-К‏ 

مثال: د ×54 | انتگرال پیداکړئ. 

[5ах= 5 |4х-5х-С : ОР 


2- که چبري 1 7 وي» نو : -С‏ 


مثال: د х*ах‏ | انتیگرال پیدا کری. 
4-1 


х 19:25‏ 
2 ند ونب )له 
حل 5 4+1 


a = 


3- که چپري 8 یو ثابت عدد او () گر تابع وي» نو: 


۱۳2 


مثال: د ×4 2х7‏ | انتیگرال محاسبه کړئ. 


3 
[2x ax =2 سا‎ C=? +C حل:‎ 


4 که چپري )1463 4 8(х)‏ دوې تاب ع گانې وي په دې صورت کې د تاب ع گانو د جمع او تفریق د حاصل 
انتیگرال مساوي دی په: 
По) + (ху йх-1 0۵۵۲+ ۲‏ 
مثالونه: 
3 
а) Гох? +3): = Голак за = A + 3x + С‏ 


Ь) Ї(8-2х)дх-8| х-2|хах-8х-х2-С 


5- که چېرې د تاب عگانو ترادف تر انتیگرال لاندي وي» په دی صورت کې د دوی انتیگرال مساوي دی په: 


Пло о) +.) =| дас Î f (Dax + ...+ | f, (dx 


مثال: 
[x -6x? +9х + Пах = [хах - [6x dx + [9xdx + [ах‏ 
бх 9х‏ ٹر 
51:22 + = 
2 3 4 
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6- که Р(х)‏ او 8(х)‏ دوي تابع گاني وي» په دې حالت کې د تابع گانو د ضرب د حاصل انتیگرال مساوي نه 
دی د انتیگرالونو د ضرب له حاصل سره په جلا توگه» یعنی: 
о) 20۵۵ + | ГОо)ах - (4‏ 
مثال: که چبري /(х)-Х41‏ او (х) =х-2‏ وي نو: 
حل الف: لومری په تاب گانو د ضرب عملیه تطبیق کوو او وروسته یې انتیگرال په لاس راورو: 
ах‏ (2- پر2 - *( | = ])2 - а = ]])×+ (r‏ 200 0۰| 
-|(5-х-2)х‏ 
x dx- |xdx- | 2d‏ | = 


3 2 
х 


E 
4 


حل ب:اوس د هرې تابع انتیگرال بہلا بہل محاسبه کوو او وروسته يې سره ضربوو په لاس راغلي قیمتونه سره 
پرتله کوو. 
хах-24х)‏ | ع(ه | + fg Dar = | +۱۵۰] х-2) dx: = (| xdx‏ 6۰| 


22 а 25 Хо 
-) از د‎ тэ гээ2 +° 
ти аг لل‎ 


2 2 2 
EC‏ کو ЕЕ ТЕС‏ 
2 2 2 3 
په پایله کې څرگنده شوه چې نوموری مساوات حقیقت نه لري. 
7- که چېرې Р(х)‏ او 8(х)‏ دوه تاب عگانی وي په دې صورت کې د توابعو د تقسیم د حاصل انتیگرال مساوي 


Ро) одах И “Үс: 
! зоо о نه دی. د هرې تابع د انتیکرال له حاصل تقسیم سره یعنی:‎ 


مثال: که چېرې 2 + × = (×)گر او = (۲) وي نو لرو: 
د الف جزء حل: لومړی د تابع گانو د تقسیم د حاصل انتیگرال په لاس راورو. 


9а ٠ шавь - | += | 6+ 2(4- او ا|‎ = r? + 2x+C 
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۵ ب جزء حل: اوس د صورت او مخرج د تب گانو انتیگرالونه ببلا ببل په لاس راورو او وروسته يې سره پرتله 


до 
[Лода с ЇЕ! + 2(0 1 | x dx + | 2хах 
| (ax | xax 1 | xax 
= نے شا‎ С Д + و‎ -С 
دو( ند‎ № 
په پایله کې خرگنده شوه چې‎ 
(O ars [fax 
g0) ٨ 


шэн 


د انتیگرال له خاصیتونو خخه په گټه اخیستنی سره لاندې انتیگرالونه محاسبه کړئ: 


1-17ах-2 


2 
| ни 2) 4х-2 
FAG 
12х ах =? 


а=? 
x 


?= (9 +5 - ر4 + ر2)] 
?= 1( (3 +02 


=? 


2 3 
2 سے ۳ 


ї(2--х)4х-2 


а) 
р) 
с) 
а) 


е) 
40) 


8) 
Л) 


معین انتیگرال 


Definite Integral 
4 د شپږ ضلعی دننه مثلثونو د مساحتونو مجموعه پیدا او د‎ 
3 5. 4 7 2 ! ۰ : 
22, 5, شپږ ضلعي له مساحت سره یی پرتله کړئ.‎ 
4 4 
4 4 
4 
8 
« ۲ 
ہے‎ 


۰ د +2 = ГО)‏ تہ گراف د [2,5] په انتروال کې د 5 = 11 لپاره رسم کړئ او دگراف لاندبنی مساحت پیداکړئ 
۰ په شکل کې دگراف لاندہنی مساحت د کومو دوو عددونو ترمنخ پروت دی. 

د پورتنی فعالیت پایله داسې بیانوو: 

تعریف: که چبري د ГО)‏ تابع په ٠,‏ انټروال کی متمادي وی نو د ГО)‏ تابع د ریمان مجموعې لېميټ 
ته کله چې 7 بي‌نهایت ته نژدي شی او د فرعي انتروالونو (× ۸) لوی اوردوالی صفر ته نژدي شي» د ЛО)‏ تابع له 


л 1 
lim Г) ۵ = | ода = [Е ОО - F(b)- F(a) 
1 


چي а‏ ته د انتیگرال لاندپنی سرحد او ٥‏ ته د انتیگرال پورتنی سرحد وايي. 
3 
لومری مثال: د ЇЕ ах‏ انتیگرال قیمت پیدا کری. 


1 


ОИЕ‏ لومرنی تابع پیدا کوو او بیا د مطلوب انتیگرال قیمت ټاکو: 


E 1 TI 
| 4" و تچ‎ 37 3 
7 × خط او‎ ус دویم مشال: هغه مساحت چې د3‎ 
محور ترمنخ په [1,4-] انتروال کی محصور دی حساب‎ 
لي‎ 2 
М کری.‎ 
174 1 = 


4 
حل: د 4 3 | معین انتیگرال د يوه مستطیل مساحت رابنيي چې په تبر شکل کې لیدل کېږي. 
1- 
ددي مستطیل مساحت د مستطیل د عرض او طول د ضرب له حاصل سره مساوي دی. 
15= 3۰5 -[(1-) -3]4 = > مستطیل مساحت 
له نتیگرال څخه په گټه اخیستنی سره د مستطیل مساحت په لاندی دول محاسبه کوو. 
4 
[з ах = [3х]*, = 3[4-(-0|-15‏ 
2 
دربم مثال:هغه مساحت چې د1-× = ر مستقیم 


محصور دی په لاس راوری. 


حل: 


له شکل څخه په گټه اخبستني سره لومری د ښي خوا د لوی مثلث مساحت په لاس راورو: 


1 1 
А --12-2)---4-2‏ 
2 -(22.2 2 : 
۱ 1 1 1 
د كوچني مثلث مساحت عبارت دی له: 5 -)1 ۳ << یه 
د 4 او А‏ د مساحتونو مجموعه عبارت ده له: 2-1-45 ,4 + 4 
٣‏ > 22121222 022 
په پابله کې د نوموړي انتیگرال قیمت عبارت دی له: .1> 3-< = 31-0 х=‏ 
ےڈ 
وڈ سب : 
1 د مخامخ شکل خخه په کار اخبستني سره هغه مساحت چې د ۱ 
1+ 2- < بر د مستقیم خط او د × د محور ترمنخ په [1,2] انتروال کې “р »-Х‏ 
محصور دی په لاس راوری. р.‏ ج5 
2. د (х) = ٨‏ تابع د لاندبنیو مستطیلونو د مساحت مجموعه او پورتنیو مستطیلونو د И‏ 


Osc.‏ انټروال کی د 4 п=‏ لپاره په لاس راوړئ. 
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د معین انتیگرال خواص 
Рторегїїек of definite integral‏ 


: 7 ٤ 
| cax آیا کولای شو چې د غیرمعین انتیگرال د خانگرونو څخه‎ 
А په گټه اخیستنی سره مخامخ اربکی پوره کړو.‎ 
Пло) + 20) =? 

HOL 


و9 


уста 

© د Жэк‏ مجموعه حساب کړئ. 
К-1‏ 
5 


٭ د [хах‏ قیمت د [1,1-] په انتروال کی پیداکری. 


2 
٥‏ د [а+зх)ах‏ انتیگرال محاسبه کری. 

0 
د پورتني فعالیت پایله داسی بیانوو: 
د خینو انتیگرالونو محاسبه د قیمت په وضع کولو سره امکان لري او خيني يې امکان نه لري» دې ته ارتیا پیدا 
کېږي» ترڅو معین انتیگرال ثبوت کرو. 

5 Ёс 

1. د ثابتې تابع انتیگرال ‏ 4.81 په انتروال کې يعني Сах‏ | عبارت دی. له: 


Ь b 
۳2 N = C(b- a) 


ثبوت: 5 [a,b]‏ انټروال په 1 77 سے ۰ وبشو او د هر ,× لپاره د 7 - ام انټروال 
۱ ۳ 0.۰ 
ОО‏ ۷> )گر 
12 د تي د سی О‏ 
1-1 


11 11 11 کت 


= 00 аск - 66-0۳-6۵ - ۵ | Сёс-С0-а) 
11 11 11 11 


(9 
® 


4 
مثال: ёс‏ | معین انتیگرال حساب کری. 
3 


حل: .2-4-3-1 [«]- [ас‏ 
٣ت‏ د )0 تابع [а,Б]>‏ په انټروال کی انتیگرال منونکی وي او К‏ یو ثابت حقيقي عدد وي» نو لرو چې: 
і У(хуах‏ 1۵4-1[ 


ثبوت: که چپري د [а,|‏ انټروال د و0 په 71 مساوي برخو ووبشو» نو د ریمان د مجموعی او 
انتیگرال د تعریف له مخې لیکلای شو: 


105 = lim > сй ک0 ور‎ 
= Кіт У/(хулх - | (د)/‎ ах 
- | k f (x)dx=k | ҒО)ах 


2 
مثال: د ах‏ 4 | ټاکلی انتیگرال محاسبه کړئ. 
22 
| 4-4-16-)2-(-40- ره = Гав =4 f ar‏ 
حل: - 55 = си‏ 2- 5 2- 
3 که د Р(х)‏ يوه لومرنی تابع د )44705 .4 )| نتروال کې متمادي وي» نو 


1 е 


far = Лођа: Е(В)-Е(а)--(-Е(9) F(a))‏ و سنا 


= -(Е(а)-Е0)=-| هر‎ > | 4 | оа 


2 3 
مثال: د |2хах--|2хах‏ انتیگرال مساوات پیدا کری. 
3 2 
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حل: لومری د کېن لوری انتیگرال او وروسته د ښیې خوا انتیگرال محاسبه کوو: 


3 2 2 2 

ساب ای -Э гэг‏ 22 لفن =| 

2 

2 2 2 2 8 
хас پر‎ 26 225 -28 20) 23-18 3-18 онн 
3 


د لاسته راغلو قیمتونو په پام کې نیولو سره پایله په لاس راخي: 


3 2 
|2хах--|2хах 
2 3 


4- که د («) ۶ تام په [ط, 4| نتروال کې متمادي وي په هغه صورت کې لرو چی: ГО94х-0‏ | 
ثبوت: خرنگه چی 0= ۸ دی نو: 


lim Л | 00a = F(a)-F(a) =0‏ 
[лода =0‏ 
مثال: د [з‏ انتیگرال محاسبه کری. 
ی ЕЕЕ‏ سه [зга‏ 
5- که ЛО)‏ او 809 تاب عگانی په[ط, [а‏ انټروال کې انتیگرال سے تو 


۶ | ае 


ло g(a 7 8501 Ах 
= т) а) ٦ 


= lim У f(x )Ax ту g(x; )Ax = | fC) هم ]2ھ‎ 
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مثالونه: 
حل: 


1 1 1 1 1 3 
a) (4+3. )ax = [40 [эх ах = 4| ax +3 ] а= ар ٠ز‎ 2 4+1-5 
0 0 0 0 0 


2 3 3 313 
5) | ۳-4-4 ја 2. |:[ -و‎ 27-18 
0 7 7 1 


6. که چېرې د (٭) کر تابع د «(а,Б)‏ يوه ترلی انتروال کې خرنگه چې > > دید 4, ط او ء ټکی پکی شامل 
دي انتیگرال منونکي وي نو: /одах» | Ло) а‏ | = لد Гло)‏ 


ثبوت: دلته د ]4.۵[ انیروال په دوو انتروالونو د [», 0 او 
[۵,ء] تقسیموی وروسته د ЫЛ)‏ انتیگرال په نوموړو 
انټروالون و کي په پام کې نیسو. Б.‏ 


Ь 
په حقیقت کې د هغې سطحې مساحت دی چې د‎ 4 = | /(ХУйх د انتیگرال اصلي مفهوم ته په پام‎ 


Р(х)‏ د تابع دگراف او × د محور ترمنځ د [а, Б]‏ په انټروال کې محصوره دہ. په داسې حال کې چې د هغې 
سطحې مساحتونه چې د (×)کر گراف او د х‏ د محور ترمنخ د [», 0 او [c.۵]‏ په انټروالون و کې محصوره ده 


او په شکل کې واضح لیدل کېږي عبارت ده له: ۵( | = А = | ۰ А‏ 


په پایله کې وبلای شو چې : ۸( | [лода лода‏ > ر4 + А‏ < 4 


مثال: که چپري ТОддх--17‏ | او 0۳-12( )/ر | وي» نو د ГО)ах‏ | انتیگرال قیمت محاسبه کړئ. 
حل: 
f dx‏ | +4 د)/ | Т(х)4х-‏ | 


| او‎ ун ее 
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10 
اوس د О) ах‏ | انتیگرال قیمت په لاس راورو: 
8 


5- 12- ۵-17( | ۵( | > ۵( | 
7 که چېرې د 800 57005 عگانې په [0,۵] انټروال کې انتیگرال منومنکي وي» نو لرو: 


۳ (5) х < [аса 


ГА b : Р تبوف:‎ 
Гао) а | о) а = مناععه(ص)/ -()ئ]]‎ У а(х) = (5) Ах 


نو خرنگه 1(5)20/-)48(3 0 < ۸۰ دی نو د سلسلې هر حد مثبت دی» نو د هغې لېمیټ هم منفي نه 


lim > سه ععد ))1 (ع)م)‎ аб) - f£(x)]dx >0 
Па о оо 
نن‎ 9 БЕ г0)-147-3 70)-1-7- СЕЕ ЕЕ 
دی.‎ [70да gar 
حل:‎ 
۹ ٢٢ 
а که[‎ ۱ 


ЇЕ! = рар, <[x]ُ +] 


پومرو چي 0< (0-) دی» نو: 
а) /+ )- 4)‏ 2۵7+ (۵-۵) >( - ۵-0 -) 


٢ + ab +b”)‏ در وم + و 


- کاس‎ 4+ /+(а? + ۵9+ 9*( 


8. که د ()/ تابع په |а,‏ انتروال کې متمادي او т,М‏ قیمتونه په ترتیب سره د تابع مطلق اعظمي او مطلق 


Ь 
т(Б-а)5 [Лоа =М(Б-а) اصغري قیمتونه په نوموری انتروال کې وی» نو‎ 


ар 


ثبوت: خرنگه چې т< /(х)54М‏ دی نو لرو چې: 


7 
Ь Ь Ь 
| тах > | (> | Мах 
ч 2 ۱ 
7/0 - (> | f(x)dx > М(Ь-а) 
, : 
о а М т 7 х چې دا وروستنی اړیکه د انتیگرال د تخميني‎ 
قضیی په نامه يادبرري.‎ 


1 

0 
حل: څرنگه چې د 6 - Оо)‏ تابع په [0,1] انټروال کې متمادي دہ او 1= M = f(0)=e‏ مطلق 
اعظمي او 67 =(1) т= f‏ مطلق اصغري دی نو لرو چې: 


т(Ь-а) > ٢ (х)4х > М(Ь-а) 


1 
]ا‎ (1- 0 )< [е ах 
0 
1 
e & ٠ 1ک‎ 
0 
е دو و‎ ٢ - <1 
2 
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په پایله کی د انتیگرال تخميني قیمت د 1 او 0.3679 قیمتونو ترمنخ قرار لري. 

9 که د СХ)‏ تابع په ۳۳7 انتروال کی متمادي وي» نو د С‏ یو حقیقی عدد شته چی: ۸ک » > 0 دی نو: 
А‏ 

| 700 а= 70-а) 

ثبوت: د ۸ 4 لپاره 77 او М‏ قیمتونه په ترتیب د 

تابع مطلق اصغري او اعظمي قیمتونه د[ط,4] په 

انټروال کې وي» لکه: مخامخ شکل د انتیگرال د 

و E‏ اسک ارا که د 

[а,Ь]‏ > لپاره لرو چی: 


т-а) < ] ه()/‎ M(b-a) =. тро) м 
а 3-07 


Ь 
» > 6 > وی» نو ۸ > ۲ > 77 دی او د هر ع حقیقی عدد لپاره»‎ ۸ - |уо)а فرضوو‎ 
Ч -а 


لرو چې: 5/00 نو: (ه-()()/ Јода‏ بل о [ло‏ 


چې دا وروستی اربکه د متوسط قیمت د قضیی په نامه یادہري خرنگه چې (6)د تابع متوسط قیمت په 
[۵,] انتروال کې دی. 
63 64-1 .1 64 : ۳ 
ار 2 - = 2[ 4۲ ×| دی۔ 
دا اا الا э|‏ 
حل: څرنگه چې =٨‏ (د)/ تابع ده» اوس که د × په خای د قیمت په تاب ع کې وضع کرو 


О‏ سره کېږي چې دلته د متوسط قیمت د قضیی د فورمول خخه د С‏ قیمت داسې په لاس 


| /)× = 00-а) راخي:‎ 


اوس په پورتنی رابطه کې ہی قیمت اپپردو؛ لرو چی: 
4 
х 4дс-с (4-1)‏ 


1 
ET‏ 
ЕО IO Е СОКЕ с=т‏ 
ښکاره شوه چې د تابع یو قیمت مساوي په ۸ او 4 > 7 له >1 دی. 
له مخکی خخه پوهېږو چې د مستطیل مساحت د سور او اوردوالي له ضرب سره برابر دی نو د متوسط 
قیمت په فورمول کې /(с)‏ اورردوالي او Ра‏ سور دی نو د منحني لاندي مساحت په|1,4] انټروال 
کې مساوي له هغه مستطیل سره دی چې اضلاع بی 7 او 3 دی۔ 


Ф 
ED 


1 لاندې معین انتیگرالونه محاسبه 46Д‏ 


a) | 2-2) с-7 е) | зхах 

e هس زر‎ dx =? 
"0'۳00 سه وو‎ dx =? 
4)| (2|х|-3х) dx =? (| x dx 


2 د dx‏ ۵ | نتیگرل قيمت د [1,4-] په اټرول کی а‏ کی 5 = dx‏ 70[ 


او 2-= 06( د)/ر | 77 


1 
3 د × = (ند)۴ر تابع په ]0,2[ انټروال کې په نظ رکی ونیسی او د С‏ قیمت په لاس راوړئ. 
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0 د انتیگرال او مشتق اساسي قضبي 

یو موټر په 72 چتکتیا سره په حرکت کې دی» 
З= | 2‏ 

دربور برک ته فشار ورکوي او موټر له 6 ثانیو وروسته 0 


ودرپري په دې وخت کې وهل شوي فاصله پیداکرئ. 


۰ له مشتق د تعریف څخه ہەگتی اخيستني سره د 2× = ЛО)‏ دبع مشتق د 0 < 1 په ټکي کی پیدا کړئ. 
٥‏ د په لاس راغلی تابع انتیگرال په [0,1] انټروال کی محاسبه کړئ. 
ө‏ د په لاس راغلو دوارو حالتونو قیمتونه سره پرتله کړئ. 
له پورتني فعالیت څخه په لاس راځي چی: 
د انتیگرال او مشتق تر منخ يوه منطقي اریکه شته چې له دې اریکی خخه په کار اخيستني سره کولای شو د 
انتیگرال اصلي او اساسي قضبې په لاندي ول ثبوت کرو: 
1- د انتیگرال او مشتق لومری اساسي قضیه: 
که چپري د ГО)‏ تابع د [0,6] په انټروال کې متمادي وي او په دې انتروال کې شامل وي» لرو چی: 


ғо) = | уш 


څرنگه چې د ()کر تابع په[ ط, 6 انتروال کې مشتق منونکی ده نو د هر хє(а,5|‏ لپاره () Ех) = f‏ دی۔ 
ثبوت: خرنگه چې Го)‏ تابع په [a,b]‏ انتروال کی متمادي ده نو دهر [0,۵] > لپاره د()کر تابع په 
[a,x]‏ انټروال کې متمادي ده په پایله کې د ГО)‏ تابع په دې انټروال کې انتیگرال منوونکې هم ده 

اوس د Е(х)‏ تابع مشتق د تعریف مطابق لیکو او بیا د × متحول ته د Й‏ اندازه تزاید ورکوو» لکه په لاندي ډول: 


F'(x)= f(x) 
جس نت‎ F(a)+ F(a) F(x) 


За аьа 
Л-»0 Л Л-»0 ГА 
ا ہس‎ К 07 7ھ‎ 081 


СЭ 


اوس د ТОО)‏ تابع په (1) [ عوض کوو: 


Е() 


ی 
Е(х) = 0‏ 
/ 0جم 


] ۶۵-۵ 
Е(х) = lim 4 7 4 


نظر دریم خاصیت ته لرو چې: 70а‏ |- - 4۶( | 


[rO а-о а 
Е'()= іт а 7 а 


[лоса [уда ۰ ffOat 
2072 ۹ = 


x+h 


د متوسط قیمت د قضیی څخه 41 TS‏ 


h‏ صفر ته تقرب وکړي X«C‏ ته تقرب کوي» همدارنگه د کر تابع له متمادیت څخه لرو: 
x+h‏ 


Е) = тт [۶-۱۶۵۵ 


په پايله کې: Ех) = Ј(х)‏ 


2! 


53 1 ۲ 
مشتق پیداکری.‎ ] )( = | а 
حل:‎ 
х а(х) 
ғо) = [f(D аъ РО) = [fat 
اا )2 س‎ 
1 
7 ана 
Ё(х)- د زنخيري قاعدي له مخې لرو: (د)'ع ۰((د)عج)ز‎ 
, 25 Ї 2 2 لو‎ 1 А 
2 (2 +1) +1 (7 +1) +1 
а 2х 
шоо (12211221 


2- د انتیگرال او مشتق 48293 اساسي قضیه: 
که چېرې ҒО) > F(x)‏ تابع لومرنی تابع په | ٠,‏ )| انټروال کې متمادي وي» په دې صورت کې لرو چې: 


| (даг F(b)- F(a) 


ښوت: له مخکي قضیی خخه پوهېږو چې که Р(х) = ой‏ دی له دې ځايه د 
هر[ظ,م]ء × لپاره Ё(Х)- РО)‏ نو د دې زک تہ مقدار شته چی: 

[ (x)-F(x)=k > f (x)= F(x)+k 

= ۱ f (Ddt 

F'(x) Еа 

۷۰ک - 1222 


۷۸ dt- F(x) =k 
په خای په پورتنۍ رابطه کې 4 وضع کرو نو:‎ Х که د‎ 
[ло dt-F(a=k , 0-Е(а)-К8 > k=-F(a) 
| ۶04۶ -)( = -۳)0( قیمت په لومړی رابطه کې وضع کرو نو:‎ К که د‎ 
| /)041 = ۶)0( Е(а) وضع فی نو:‎ Б که د »د په خای په دې رابطه کې‎ 
چې اخيري رابطه په ,[()]</4()/ | په شکل‎ 
ښودل کې ږې دغه وروستی اریکه د لومرنی تابع او‎ 


b 
انتیگرال تسرمنخ ويي چې د‎ | (6 


N. <‏ یا 
نیوټن لایبنز " رابطې په نوم هم يادپري. 


( ۱5۹ 


1 


مثال: د [гах‏ انتیگرال حاصل پیدا کری. 


0 


С 2207-0023 7‏ 5 2 
حل: کر 1ل 10 )1( > 4× | 


0 


3 


سي 
инк Ê‏ 
1 لاندي مشتقات پیدا کری. 


cost cost 


1 
a) F(0) = | (ط هديو‎ ۳) = | 129 
sint 0 

٠ cos Г5Ш 
с) Е()- ЇЇ dy а) Е(х) = ۳2 
-л 1 


2 که په؛- 0 تاب ع کې 2 = (0) 7 وي» د () 7 مقدار په 0.4,0.2,0,... ,1 ټک وکی پیدا کری. 
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2 
کری.‎ Ма [sin хах 3 


0 


1- په تعویضي طريقي سره انتیگرال نیون 
7٦٦‏ ہہ" 
له خواصو خخه په کار اخ سره حل С‏ 2 
x ах о 2‏ + 2۳۰/1 
_ که نه شی کولای نو د جذر لاندي افاده په يوه متحول 
سره عوض کړئ او بيا هغه حساب کری او ووایئ چې په 
انتیگرال کې د وضع کولو دا طریقه په خه نوم يادپري. 


є 


Г 7 


سس 4 


4 
9 د »4 2х41‏ | انتیگرال کی د جذر لاندي افاده په 1 سره عوض کړئ. 
0 : 


9 د ا مشتق ونيسي اود ах‏ قیمت پیدا کری. 

× 0 څرنگه چې نوموړی انتیگرال یو معین انتیگرال دی» نو د1+ ×2 = » په معادله کې د‎ ٥ 
له جنسه په لاس راوری» وروسته د انتیگرال قیمت‎ и قیمتونه وضع او د انتیگرال حددونه د‎ х-4/ 

له پورتني فعالیت خخه لاندي پایلی ته رسېږو: 

که د ТОО‏ تابع په |а,‏ انتروال کې مشتق منونکی وي» (х)‏ = ا او Ех) = (х)‏ سره تعویض 


شی خرنگه چې ди = "(хуйх‏ دی له زنخيري قاعدي څخه لیکلای شو: 


8(5) 
| f(g) в) а= [۵۷ 


8(а) 


لومری مثال: د عو ار تج 


0 7 


حل: د قوس دننه افاده په И‏ عوض کوو: 


دا ے ‏ پل ہل 5- 2< 1 و и-3-5х‏ 


и=3-5х کے‎ и=3-5:1=-—2 > رک‎ 


: 3-5 = и=3-5.2=3-10 = и=-7 
5 221271 ۳۳7 ШИН 6+ 1811118 
1 دل‎ ١ ا‎ 
са 28 u ا مات را اد تد د‎ 4 
1 
:د2 +1) ۲2 | انتیگرال حساب کړئ.‎ (* ах دویم مثال: د‎ 
0 


حل: د قوس دننه افاده په И‏ عوض کوو. 


и-14-2х) , ан 


х= 0 
и=1+2х پر ج-‎ 21+ 2۰.0 - 1 <  - 1 


1- 
و - پر و3 - 2۰1 11 - رخ Ч.‏ 


1 3 3 6 6 

1 1 1 1 13 1 
х 01+ 2x) dx = lu =. du = – u du = 2 - 
۳ : | 6 1 шат 


21720212 71225 


ام ام لم 6 6 


о 


٢ Е. 7‏ انتیگرال کی د جذر لاندې افاده د И‏ په متحول سره تعویض کړئ. 
٥‏ له » څخه مشتق ونیسی او په لاس راغلی قیمت په لومرنی انتیگرال کې وضع او هغه حساب کړئ. 
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ө‏ له پورته خخه د Е(х)-С‏ په لاس راغلي تابع خخه مشتق ونیسی او له هغې خخه لومرنی تابع په لاس 
راوړئ. 
له پورتني فعالیت څخه لاندې پایله په لاس راځي: 
که د 4 تابع د (и)‏ لومرنی تابع وي» د ()ع = u‏ د متحول په تعویض سره يوه بله تابع چې مستقل 
متحول یې х‏ او متمادي مشتق ولري له زنخيري قاعدې څخه په کاراخیستنی سره لرو: 
[ев oar = | f (u) аи‏ 


لومری مثال: .| انتیگرال حساب کړئ. 


حل: د جذر لاندې افاده په И‏ سره عوض کوو. 
и-1-4х ,4и--8хах‏ 


хах = 20) 
8 


х 1 1 11 i 1 u 
dx = du = du = 2 du سے‎ 
7 й Зи и.. ۳9 
1 


іс 1 وول د بل‎ 6 = 241-4 +С 


تا 
2 2 


دویم مثال: «2(4 + )5 × | حساب کری. 
حل: که چبري 2+ и= х^‏ وضع کرو په لاس راخي 


и-х-2, ریغ‎ ай 
3 4 1 
х со8(х +2) dı = | сози. du 
1 
= | cosu du 
21 7, 
4 


- ٩ + 2( + 0 
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= 
mE: a 


لاندې انتیگرالونه د تعویض له لارې محاسبه کړئ. 
2 
dx =۹?‏ 53-1[ )5 
1 
(1-4x) dx =?‏ +2[ )1 


хах _ 
2+10 


دام 


бус 


а) | сов3хас-? 
7 

5 | У4-3х dx =? 
0 


е) | 2+) +3( 4х-2 


8) | Усовх Sin х dx =? 


2- په قسمی طربقی سره انتیگرال نیونه 100٦٦893100 Бу Раг18‏ 
د حجروي وېش په وخت کې يوه حجره په دوو یا خو 
حجرو وېشل کېږي. آیا کولای شئ دا لاره(روش) په نورو 
شیان و کې» لکه: تېږه» شگه او نور وکې ووبنو که ځواب هو 


وي» نو دا لاره د څه په نامه یادېږي. 


د میتوز د سلول وېش؛ د مور د هر سلول څخه» وروسته د میتوز د سلولي وېش خخه. دوه نور سلولونه جوړېږي. 


мн 


ج | انتیگرال په تعوبضي طریقه حل کړئ. 
® د 107+ تلمد انتیگرال قیمت په تعويضي طریقه پیدا کری. 
1- 


٥‏ آباکولای شئ چې د ٨4×‏ 510 × | انتیگرال په تعوبضي طریقه حل کړئ. 
له پورتني فعالیت څخه دې پایلې ته رسېږو: 
/ОдвООхэ‏ | نتیگرال کې ГО)‏ 8003 دوې مشتق منونکی تابع گانې دي چې وه له بلې سره د 
ضرب وړ وي یا نه وي» خو د انتیگرال محاسبه یې اسانه کار نه دی» که چېرې ا = ГО)‏ او ۷= )8(5 وضع 
کرو د ضرب حاصل مشتق بې مساوي په: ۸ + ۱/۰۷ > «(и у)!‏ 
له پورتنۍ رابطې څخه ۷'۸ په لاس راورو اوله اطراف څخه انتیگرال نیسو: 
پر ور ای у-и‏ 

[у-и ах=и:у- ۰۷ ах جا‎ [ча = иу [заи 
چې پورتنی رابطي ته د غیرمعین انتیگرال فورمول په قسمي طریقه وايي‎ 
نتروال کې تعریف شوی وي» 22103 ان‎ [a,b] که د # او ۷ تاب عگانی په‎ 
بل لکبري.‎ 0 


5 b b b 
تر سا‎ | - гах با‎ | 4-٢ = ۷ 


ар а а а 


0 


لومری مثال: ۳ انتیگرال پیدا کری. 
حل: 


1 < 7 : du = dx 
0۷ < ۹1010 , у= –соѕх 


[ча =u у= ۷ 


| ٢ = Х(-совх)-|-совх ах 


= —XCOSX + Sin x + C 
1 
انتیگرال حساب کری.‎ |-хе" ах دویم مثال: د‎ 
0 
حل:‎ 
и--Х و 2-0۴ 0 و‎ - du = dx 
بادهو نه:‎ 
0۷ < 6۳02 , ۷ < ۵ یادونه‎ 


a +c 


b b 
b 
|У-ийс-и-у | - jv u dx 


ap. 


гн 


لاندي انتیگرالونه حساب کړئ. 


О|х cos (x? )dx = ? 


1 
а) |хе" ас 
0 


۸ 


а 
1 


а 
1 


1- xe” dx = [-xe” [$ + | “ах 


0 


--6 +0.۳ +] 


1 1 0 0 
=-е +E -е --6 


-! 


0 


а) |0сов0 а0 =? 


260922 dx =? 


| دایسه 


2) 


د خبو 
.. د ریمان مجموعه: فرضوو د ٤ )٨(‏ = « تابع په [0:8] انټروال کې متمادي او تعریف شوی وي او د 
هغې ناحیې مساحت چې د × محور او د (×)/ ул‏ منحني ترمنځ واقع دی چې په هندسي شکلونو نه 
شي بدلېدلای» محاسبه کرو. 
د ]4,6[ انتروال په 11 مستطیلو نو تقسیموو خرنگه چې د هر مستطیل عرض د ТЭ)‏ =( رابطې 
٦۹1:9‏ سر 
ډول دي: 
او د مستطیلونو انټروالونه د 7, 20 ,1-1,2,3 لپاره په لاندې دول دي: 
SG >U AS OM 01:01 200‏ 
| تا د ЕЕ‏ | : ( ہت : | |х‏ 
که د لاندبنیو مستطیلونو مساحت په ۲( ) / او د پورتنیسو مستطیلونو مساحت په ۸۷(,)/ وښودل 
شي او د محصور شوي سطحې مساحت په 4 ویو نو لرو چې: 
DIG )Ах‏ >4 > لو 
نامعین انتیگرالونه :که چېرې د ()/ تابع په ,6 )| انټروال کې تعریف او Е(х)‏ د ГО)‏ يوه لومړنۍ 
تابع وي. د ٥‏ +() 7 توابعو سټ چې » یو ثابت عدد وي د غیرمعین انتگرال په نامه يادېږي او داسې 
لیک لکبپي: Ла = Ро) +С‏ | 
د نامعین انتیگرالونو خواص(خانگرتیاوی): 


[к= [а= +С 

| a f (x)dx = a | Т(х)9х 

170) +0) = | £ ах+ | ао) ax 

ло) л)... = | лода + f лода... | f, Dax 
По): воа | /одах- | є(х)дх 


ЙЭ 7 ГО)ах 


: 0 
ша ° fear («)عو‎ 58 
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معین انتیگرال: د ГО)‏ تابع د ریمان مجموعي لہمیت ته په [а,Ь‏ انتروال کې کله چې ٨‏ بي‌نهایت ته 
نژدې شي د Ах‏ فرعي انتروالونو اوپردوالی صفر ته نژدي کېږي چې د ЛО)‏ تابع معین انتیگرال د < 2۶ 
څخه تر =٥‏ × پورې په نوم یادېږي. 


lim > £ (Ax = [года [О] 0) – F(a) 


4 ته د انتیگرال لاندبنی سرحد او ٥‏ ته د انتیگرال پورتنی سرحد وايي. 
د معین انتیگرال خو اص« ځانگړتیاوې): 


e 

"0 7787 

лодае -| одах 

[лода -0 

Јо кодик | 0(2 ری‎ 
| [ (4 = ло ах лода 

70) <8(х) = ДЕСЕ јаса 
т(р-а) < | оэфсем(--а) 


1-6-0 = /(с)----| در‎ 
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د انتیگرال او مشتق لومری اساسي قضیه: 
که چبري د ٤ )٨(‏ تابع په ۳۳ انټروال کې متمادي وي او × په دې انتروال کې شامل وي» لرو چې: 


ғо) = ۵ 


خرنگه چې Го)‏ تابع په[, | انټروال کې د مشتق وړ ده» نو د هر [0,6]> × И‏ 7/2 


دی. 


د انتیگرال او مشتق دویمه اساسي قضیه: 
ТЭТГЭЖ,‏ تابع ГО)‏ لومرنی تابع ]0.0[ انتروال کې متمادي وي» په دې صورت کې 
لرو چی: 
۵-۵-۵ 


٥‏ که Р(и)‏ د()7 لومرنی تابع وي او له ()8  <‏ متحول سره تعویض شي چې مستقل 
متحول یې х‏ او متمادي مشتق ولري. له زنخيري قاعدي خخه په کار اخيستني سره لرو: 
ax = | f (du‏ (×)'ج(ك)ج)/ | 
ө‏ که (د) /تاع په[ظ, 0] انقسروال کې مشتق منونکي وي او (х)‏ = » همدارنگه 
له (х) = ЈО)‏ سره تعوبض شي» خرنگه چې (Х)йХ‏ ع = цах би‏ له زنخيري قاعدې 
خخه لیکلای شو: 


8(5) 


Гео) вх) حعه‎ ۷ 


)8)0 
٥‏ د 2۵04 | انتیگرال کی ГО)‏ 8003 دوي مشتق منونکي تاب عگانی وي چې په 
خپل منخ کې قابل د ضرب وي اويا نه وي» خو د انتیگرال محاسبه يې آسانه کار نه دی که 
Р(х) = и С‏ او -ү‏ ()8 سره عوض شي» د هغوی 5 حاصل ضرب مشتق عبارت دی 
له: 


(и -у)'= !رو‎ + vu 


0 


له پورتني اریکی خخه ۲۰۸ په لاس راورو او له دوارو خواوو څخه انتیگرال نیسو: 
۷۰۷-۷ ے [иа‏ یا ё‏ رر نے [у-и‏ 
چې اخیری اربکی ته د غير معین انتیگرال فورمول په قسمي طریقه وايي. 
۰ که دہ او ۷ تاب ع گانې په | ٠,‏ )| انټروال کې تعریف شوی وي لاندي فورمول» د معین انتیگرال 
فورمول په قسمي لاره‌(طریقه) بل ل کېږي: 
: 


оор اس یا‎ ٦ 


ар а а а 


1- د لاندي معینو انتیگرالونو قیمت پیدا کړئ. 


15 اوي‎ cC) Нь 
е) ЇЕ ах Р) јог –х?)ах 
۸) +4 2 6 то. 


1) ۳ ах 
1 


2 لاندي غير معین انتگرالونه په لاس راوړئ. 


kK) | sin хах 
0 


روک و ۳۹ )5 
х‏ 


| ял хах 


4) 


|| 
و 


2 
12 2222 
х 


Л) 


2 
х‏ 5 
نآ ا 


(| (х? +4 -1( ах 


3- د لاندې محصور رنگ شوي سطحی مساحت د شکل له مخي پیدا کری. 


А 


7 


2 
3 1 2 

+3х-4)4‏ کت 
Јах‏ تفس وان 


а) || x + 8x? 14х 
5 | «0-27 له(‎ 


SIn 2x 
е ах 
) | 2 10 x 


8) jz? ах 


9 |(х2-3) а 


5 | 0 ст 2 


јох +3) ах 


4- وس ہت 


а) | сов(2х 41) ах 9) Г ийн Ге 27 

9) | 3+ eT 
21-50) 

4) | (3х--6) ах [а-а 
مود او‎ +2 ax | (4-3х) ах 
ام‎ сс +2) 3x dx Её х х 
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5- لاندي انتیگرالونه د قسمي طريقي په مرسته پیدا کری. 


а) | хсовхах Рх 1-х ах 
Ь) sin xcosx dx 8) Гр еа 
0 
с) | -соѕхах Л) je” sin 3x dx 
2r 
4) | хсовЗхах 7 E dx 
0 
е) || “dx 


2 4 
پنخم خپ ر کی 
د لو کاربتمی او اکسیوننشیل تابع گانو مشتق او 
انتیگرال 


00 


(0,1 


٥‏ لوگاریتم تعریف او خواص بې ولیکی. 
٥‏ لوگاريتمي او اکسپوننشیل تاب عگانی يوه له بلې سره څه اریکی لري. 
1 


ө‏ که log, х‏ يوه متصله تابع وي» نو х)"‏ +1( له کوم عدد سره مساوي ده. 


9 د /(х)‏ = ر دتابع له دوارو خواوو خخه طبيعي لوگاریتم ونیسی» اریکه یې ولیکی. 


د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 


2۳ 1 
په عمومي دول  )0( = аха‏ او "0 = (х)‏ وي؛ نو 0718.4 = (х)‏ 2 او = دی. 
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نبوت: 
1۔ 


د مساوات له دوارو خواوو خخه نظر × ته مشتق نیسو: 


J a 
In y = Ina” = 0 


y'=ylna (| а па 


۱ = 
کس‎ 
Шил: و‎ х 
Л-»0 Л-»0 7 


٣‏ د 80 = ر + Indl‏ روز = ( ںا 
x‏ 


= нид + Ч 


х 0 
2 2... 1 1 т 7 Х 
сг эс 20 ا تر رر‎ 
لیکلای شو چی‎ 
)10 (' “iim (1+ гу = وزو‎ 
и ОО 1 


1 : 1 1 
پوهبرو چی ع = (-+11۳)01 دی نو: سح (In x)'= —[ne‏ 
: ا Х 1) ОО и Н‏ و 


قضه 


٠ 


1 
1. که د × 10р,‏ = ()] تابع مشتق منوونکی وي؛ Es‏ 


(ов, -((د)و‎ 8 ын Э 108 , е که ()ع ات منوونکی وي, نو‎ 2 
ثبوت‎ 
ات‎ 
روما(‎ 2٦٣ 
2 
| 1082, (х + й) - 10р, х 
х0 Л 
1 +h 1 / 1 х h 1 ho? 
= 10—10 = 10—100 (14 = 19-۰-10 (14 = — |10100 (1+ — 
а аа El حر‎ Шї 09) 


(log, x)= log, lim(l + 
БЭ 531) x 
ЮИ Е يږ‎ 7۶٣ 
را‎ гаг! 


1 А 1 1 
(log, х)'= — Іов, lim(1+—)" --1о8 6 
Х ио 1 26 


@ 


ПОЛО Эг Jo, e ЕЕ 
د زنخيري قاعدي له مخی:‎ 
Ро) = бов, اندو‎  )هو,‎ (Dg! (D= Clo, 6-8) 
2 5 222 
(ов, -'((د)ء‎ (п گھرت نی نو لو - 25 -((د)و‎ 


а 
د 50600081 تاب‌گانو مشتق د لوگاریتم په مرسته کولای شو په اسانی سره په لاس راورو.‎ -1 
دی خک که د ”ع = بز رابطي څخه طبيعي لوگاربتم ونیسوه په لاس‎ ус که ”€= ر وي ددي تابع مشتق‎ 
راځي:‎ 

y=e” > Ilny=xlne=x 


ی = اا اا و 1ر ج р)‏ 
ВА‏ 


2 که "€= ر او ,1 تابع د × وي» نو: у= ше"‏ 
3- که ута!‏ کله چې ۷9ھ او ۶1 4 وي نو: 1840 у'= ша"‏ 
4- د لوگاریتمی ОВЕ‏ 
И-»Уу-(108,и)- “log, е‏ ,2102 بر 


1! ! ! 


и 


کل = :— уе Ч log е=‏ 
u ° u ۵ ulna‏ 
لومری مثال: د ГО) -10(х7-1)‏ تابع مشتق پیداکرئ. 
حل: که 1+ ”× = (٭)ع وضع کرو نو Эд‏ 
1+ خر - (×)ع 
)x( = 2х‏ و 
09 ےر ج۶ا 
2 >'((1+ :)ما = 0۵ ج (n)? + 1(( ша Е 2х‏ 
!1 1+ یر х+1‏ 


с? 


دویم مثال: د (4 :7-5 )ما = ТО)‏ تابع مشتق پیدا کری. 


حل: 
209 -(ږ )و م0 
7 (4 +5 - )صا = Р(х)‏ 
کے _ 200 ری ی ها 2-5 ار > 4م 2-2 
E(x) x 5+4‏ 
دریم مثال: د 18- ТОО‏ و - ,19 Га)‏ تاب گانو مشتق پیداکړئ. 
!2 


حل: پوهبرو چې Чу‏ = 108- 


2 ,108 دی نو لیکلای شو چې: 


а] X2 с Е 
log, = Эс ترا‎ = 8.77 (log, (37 +1)-log, (x -1(( 


р کس‎ ) DoE کا‎ 


1 + үс نم‎ 1) 
2 (х2 +1) CT 


ھا аи е 212220 е‏ 10 ےت 
эн‏ رر بو وہہ 


log e‏ نے 
хо .‏ 


log, е] 


2 + 


22? 


2-1 


Х 
سرو ما دی نو لیکلای شو چی:‎ 


In ی‎ п, Чу "۷ +1) (а? 1) 


(Іа шин د‎ +10 а(х? و‎ - (n (r? +) = (n (r? =1)] 


| 27 2х 7 -2х 


Е ОЕ 


Ён‏ پوهپرو چې که улс‏ وي نو 1/۵ ='ر 


Ее De 


1+ 
حل: پوهبرو چې که چبري ۳ = ر وي» نو Усаа! Па‏ سره دی نو: 
1 1 1 
ЕЕЕ (уо 97۹٦۳٦٦‏ رح 
х х‏ 


Х 


شپرم مثال: د کر تابع مشتق پیدا کری. 
حل: که د معادلي له دواړو خواوو څخه طبیعي لوگاریتم ونیسوه په لاس راخي چې: 
کرت پر 
”تر صا > برصا 


+21 << برصا 


١ 1 
(а у)= )2 +بر وو ے > ه1‎ 2 
82 Х 


уз200х-1)-у ج‎ у= 2(0ах+1): х 
تابع مشتق حساب کړئ.‎ у = 10° اووم مثال: د‎ 
حل: پوهېږو چې 0۳100 سار 5 "۾ = از دی نو‎ 


үг 
سا‎ 0 

اتم مثال: د e‏ = ر تابع مشتق پیدا کری. 

حل: که и = Зх‏ وضع شي» نو: и(х)=3‏ 

کت 
وک کر 
2-4 

نهم مثال: د لاندي تابع گانو مشتق پیدا کری. 
1+ 108ا=y‏ )3 =0в(х* +1) 2) у=108,(10в, х)‏ بر )1 


95 


حل: پوهېږو چې د لوگارتمي توابعو مشتق په مختلفو قاعدو سره د لاندې قضے د په گټه اخ تنم سره به 


لاس راوړو: 
у =108,и‏ 
گے سه у'= (108и) = Іов,‏ 
u и1ов,а ulna‏ 
4x‏ 
0س ےک بح 5ھ 10 = 1 
کس بج تشہد 
1 
س у -Ююв,(орүх)‏ )2 
х In3log, x (112) 3)х106,х‏ ,03109 
Е 1‏ 1 7 1 5 
1303231۳0 عکحلای جوز رو رر ٣‏ 
109,2 
2 2 
٢ Би Юв, 0 шу шог +1(‏ ند 
Іор, (х7-1) Ш(Х7-1)‏ 3 
Уи‏ ے = 2 لرو: 
پوهبپرو چې ۳ 42 у‏ دی؛ نو لرو: 
2x‏ 
2--01(Х7-1)--2-1Ш(х741)‏ 
үүн 395 “р х 2‏ 
| - 1022| 
ےی 
سم " سب 
د لاندي توابعو مشتق پیداکرئ: 
а) /(х)-їшяїш3х 5) /(х) = х? +7‏ 
с) У(х)-18(5х"-6х--5) а) (х) = 102,‏ 
х x +1) (Nx -1‏ 


(х+ 4) e” 
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А 
د‎ 
ہے ہت سے کے يوو او‎ от? 


мн 8 


که چېرې 7 او چ يوه د بلې دوي معکوسې تاب عگانی وي» يعنې у= Р(х) ох = (У)‏ وي» نو: 


Р а mk 24 - ۰ ۰ = 1 2-3 Ї dy _ 1‏ 
гт‏ یا Цагт‏ دی» خکه چې د تابع او ضمني تابع گانو له مشتق خخه لیکلای شو: 
ау‏ 
Е 1‏ 
В.‏ ه7 د77 د А‏ 7 
х= #(у) ыг‏ 
مثال: د ٩"‏ = ر تابع مشتق د هغې د معکوسې تابع په مرسته پیدا کری. 
حل: 
<a = ор‏ 
1 1 1 1 
۵,0 = 4 ,08 7 == = - = عراز = 
7" 
у= а Ina‏ 
د مثلثاتي معکوسو تابح گانو مشتق 
(агсѕіп х)'= 2) (агссоѕх)'= 1‏ )1 
121 سوت || 
(arctan х)'= 1 7 4) (агс сой x)'= 2 5‏ )3 
1+х‏ 1+۶ 


-”/ 


1) بر‎ < 076910۲ <> x=siny 
(are Sin х)'= ? 
2 
dx ах 
dy 
۳ e 1 
7 х, Ё (8шу) cosy 1 - 8іп? у 


=> (агсѕіп х)'= 
کا‎ 


2) у= 760051۲7 <> х-сову 
(агссоѕ х)'= ? 
1 1 1 -1 


— سے ! 


У,=——= ay 
رد‎ (cosy) —siny 1—cos у 
1 


1-х 


> (агссоѕх)'= — 5 


3) у= م۲٣٢ جے×‎ x = апу 


, 1 اکر می 
соѕ у‏ = = = ہے (ағсіапх)'= у=‏ >= 
“ох, (апу)! 1‏ 
cos” у‏ 
соѕ у COSY‏ _ 
sin” у + cos? у‏ 1 
دکسر صورت او مخرج په у‏ 608 ویشو: 
cos у 1 1‏ 


(arc tan x)'= — == = 
sin” у+соѕ у tan у+1 1+х? 


=> (arctan х)'= : 5 
1+2۶ 


с9 


4) у-агссоЇхсэх--сойу 
(arc сої х)'= ? 


(arc соїх)'= y' І : Н 
arc соїх)'= у', = = = 
20 x", (coty) _ =1 
sin у 
0 НЭТ 
تد‎ sin у _ Жэ sin 
1 Sin у+с05* у 
وبشو:‎ ѕіп? у د کسر صورت او مخرج په‎ 
ѕіп? پر‎ =! 1 


sin у+соѕ у 1+coty ربج‎ 


لومری مثال: د (агсѓап х)?‏ = برتابع مشتق پیداکرئ. 


у!- 5(arctan x)“ (arctan х)'= 5(агсїап х)" їл 
+х 
مشتق پیدا کړئ.‎ абу = Іов, (агсіап х) > دوبم مثال:‎ 


! 


[log (arctan x)] = (100; и) =‏ کر 


111086 
1 
۳ 1+ "یر‎ 5 1 
arctan х106.е (1-х“Дагсаах ln 5) 


دریم مثال: د ٤۵۸ا‏ ۵70 = ر تابع د مشتق مقدار د 0 = × ټکي کې پیدا کری. 
и 2”‏ ۱ 

'= |агс tane” | -(агсїапи)- = 
7 | | ( ) 1+u” 1+e* 


1 1 ع 
== == پس 0( 
ЕТ‏ کن 


@ 


9 
کد لاندي تابع گانو مشتق پیدا کری. 
у =(ағсѕіп х)?‏ )1 


2) у= 106, (ағгссоѕх) 


قسمي کسرونه 


ديو کسر تجزبه کول په قسمي کسرونو: 
2 1 
مس حا 
۰ 22-1 1 2 
ہے دی, آیاکولای شئ چې له دې کسر خخه د ہے با 
x (1‏ ۱ 1 2 2 
х-1 x 1 x —-1 1 2‏ 
س او س کسرونه لاسته راوړئ. 
xX -1 x+1‏ 
72 
7ص وس ار 
۰ 7۶ ہہ ЕИ‏ وت کت 


9 د پورته کسرونود جمعې حاصل ببرته په لومرنیو کسرونو واروی. 

٥‏ واقعي کسرونه څه بول کسرونه دي» تعربف یی کړئ. 

د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 

تعویف: د يوه واقعي کسر هغه کوچنی کسرونه چې د جمعې د عواملو په شکل ليکل شوي وي. که چبري هغوی 
سره جمع کرو راکرل شوی واقعي کسر به په لاس راشي» نو دا جمع شوي لومرني کسرونه د قسمي کسرونو په نامه 


Ёо 
د يوه واقعي کسر د تجزیه کولو لپاره لاندي حالتونه په پام کې نیسو:‎ 

)1153 :2 ۱ ۱ 
که چپري د Р(х)‏ ناطق کسر مخرج ( (5) СР,‏ له خطي ببلایبلو ضربي عواملو څخه جوړ شوي وي او تکرار نه 


وي په لاندي بڼه بدلبدلای شي: 


ши 4 ۹۷۷۹ھ‎ ٤۶۳ N 

F,(x) х= Ху Х--Х, دس د‎ Х-Х 

С,В,А)‏ .... حفیقی عددونه دي) 
39 ۔- پر- 4x”‏ 

مت : 3 دی ا ЕА‏ 

саса > 2 لومری‎ 

حل: د مخرج پولینوم په لومرنیو ضربي عواملو تجزیه کوو. نو په لاس راخي: 


(л) 
е. 


(2(د)(1-د)(5-) = 7:10 ر4- تر 
لیدل کېږي چې نوموری کسر له درو قسمي کسرونو څخه уут‏ شوى دی» صورتونه یی С,В,4‏ ټاکو: 
٤6‏ و 0004 39-- ره 
0 1 5 2212 
4х2-х-39 А(х-1)(х+2) + В(х-– 5)(х+2) + С(х-1)(х- 5)‏ 
)1)0+2 تہ 6 шал шүт‏ 
Ах? + Ax-24 + Вх? - 33-10 + Cx? -6Cx + 5C‏ 39 - پر- 2ر4 
TTS ЕЕЕ‏ 
В+С)х? +(4-3В-6С)х+(-24-10В8 +56)‏ +4( 39- پر - 4х?‏ 
Бадеа ٦ (12512122)‏ 
442 کېږي چې د دوارو خواوو د کسرونو مخرجونه سره برابر دي» نو باید صورتونه هم سره برابر وي» نو د مطابقت 
د خواصورد ورته حدونو ضریبونه سره مساوي وي) خخه په АЙ‏ اخستني سره لیکو: 
A+ B+ C=4‏ 
1-- 60 - ۸4-38 
-24-108-5С--39‏ 
د پورته سیستم له حل څخه وروسته 2 = 4 ,3 < 8  С--1,‏ لاس راځي» نو: 
1 123 2 ۱ ۳ 
ОЕ (“2‏ 
201 ر6 - ر3 


حل: لومری نوموری کسر په واقعي کسر بدلوو او بيا پورتنۍ طریقه پري تطبیقوو: 
2 4 4-1 4-1 20-1 - 2ر6 - ر3 
+ = — = — + و3 = 
хг - 2-8 XxX - 2-8 XxX -2x-8 х-4 х-2‏ 
В(х-4) (4+ В)х+(24-4В)‏ + (2 +40۲ 
хаг‏ (2 +×)(4-×) 
А+В=4‏ 
воо‏ ےت 
2 2 24-348-141 
3 5 2011 یرم6 - 3x7‏ 
гв‏ 9 = 5 
х - 2-9 2х-4) 2(х+2)‏ 


с9 


دویم حالت: 
که د کسر د مخرج ضربي عوامل لومری درجه پولینوم وي چې 5 يې تکرار راغلی وي» یعنی که د رو و 
عامل 7 ځلې په مخرج کې تکرار شوى وي» نو لیکلای شو چې: 
N‏ 8 _ _ ).بط 
ی 2 == 
(хх)‏ ہد-ع) Б,(5) х-х,‏ 
3х? - 6+2‏ 
مثال: 
لومری х? ہ٣۳ Ј‏ 


Р‏ د مخرج د پولینوم ضربي عوامل په لاس راورو: 


واقعي کسر په قسمي کسرونو تجزیه کری: 


(1-)(2- )(1-عر) = 2 -ور5 + پر تر 
В 2‏ 4 2+ 6- 2ر3 5 2 2ر3 


71 جج مس ) ده وړ 
Ао) + ВО 200-1) +С(х-2)‏ 


(х-2)(х- 1)? 
(4+ رھ‎ +(-24-3В + С)х+(4+28-2С) 
(х-2)(х- 1)? 
А-8-3 А-2 
-24-38-С--6, - 8-1 
4528-2022 С-1 
3x - ر6‎ +2 2 1 1 


3 2 25 Ж 27 2 
сн Е الک‎ ۴ 1 


دریم حالت: 
ША 20040‏ 
که د مخرج ضربي عوامل دویمه درجه پولینوم چې د تجزبی ور نه وي او تکرار هم نه وي راغلی» та‏ 
Ax+B‏ 
|3 : : ساپ 
واقعي پولینوم دیو قسمي کسر ах? +bx+c‏ بڼه لري 
5х? +8x+9‏ 


لومری مثال: د چ کسر په قسمي کسرونو تجزیه کړئ. 


х? +3x +6х+4 
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)21772 1()2+م) = 4+ 6+ ر3+ پر 
خرنگه چی د х2 +2х+4‏ درې جمله‌يي د حقيقي عددونو په سټ کې حل نه لري» نو په دې ساحه کې د 


уусаж‏ نه ده. له دې امله لیکو: 


5x +8х+9 8 198 “(Ах-ВХх-1)-С(х742х-4) 
xX 4+۔0+6ر3+‎ х 21: بد‎ (х? +2х+4)(х+1) 
(4+ С)х? +(4+В+2С)х+(В+4С) 
(х2 +2х+4)(х+1) 
А+С = 5 4-3 5 ! 2 
۸+ +208. 8-1- مج 52 رو تج‎ 
+307 +6х+ +2х+ + 
В+4С = 9 Си 8 : 0 2 : 3 
<< 
لك‎ 
-1 
5221 4-3-8 ۹سس ۶8ھ"‎ ْ ۹ 
а) 3 2 5) 3 3 2 
х + 220 +6х+5 XxX - 2+ 4 x -9×x+3 
-2 
1 37-6662 х“ +1 
0 خ‎ 2 3 2 3 2 
х (х-41) XxX ءر4-‎ +5х-2 x )-1( 
3x” + 5+0 3х7-18х--36 
4) 3 2 3 2 
х + 2 - 4-8 پر‎ - 62 +9х 
-3 
2 
п) саа ۵) 2 و‎ 
(х پر (4- د)(م«‎ - 2 +1 
2 5) 
x +13х+10 х 
с) سب هي‎ ۹ 
) ۵ - 7 сон 


90 


© د (х) = ٩"‏ تابع خه ډول تابع ده» نوم یې واخلی. 
е‏ د لوگاريتمي تابع يوه ببلگه ولیکی. 
© د 0 < ,108 اریکه په اکسپوننشیل دول ولیکی. 


د م۱۱ طبيعي آکسپوننشیل تابع لپاره لرو +C‏ نا نو په عمومي ډول 


х 


و , 071 , سو | 
ثبوت: له تعویضی طریقی څخه په کار اخيستني سره لرو: 
u= a”‏ 
"dx‏ صا = du‏ 
du du‏ 


ах = = 
11۹0-07 ulna 


[а= fu 4: 508 ах 


ulna Ina 


х 


а 


х 
а 
= = 2 |= +c 
na 


а 


)۱۸[ 


Ў‏ "سس 


لومری مثال: د 277- (٭)/ اکسپوننشیل تابع انتیگرال غوارو پیدا کرو: 


د توان له قانون څخه لرو: 


بو جر 
8 2 
х-3 1 57 1 ۴‏ 
ах‏ 4-2 4-2 ۳ 
کے арвайн‏ د 
2 8 
دویم مثال: دلاندي اکسپوننشیل تاب عگانو انتیگرالونه پیدا کړئ. 
dx =7‏ 6۳۱ |)2 پؤھڈ‪4 314 ۱ ۱ 
حل: 
?= بل ۲ 
ШЕЕ 2) | 67 4с-3‏ 
1.6 ے ی ое‏ 
Р 6 6‏ 
dx -3| 3 0-3-16 : 6‏ 37.3 | 
 ] 6 --. +С‏ سے بل 67 
гс ۳ Ч 8] 6 6‏ 
سر 
- 
د لاندي اکسپوننشیل تاب‌گانو انتیگرالونه محاسبه کری. 
а) [за 5) ГЖ: 2 ۰‏ 
28 1 
а) |--4 2 ۰ a --4‏ 
]ہم ja о | x‏ ) 
вт ах 9 ]0+27(‏ 2 | رو 
27 و 


٥‏ _لوگاربتم په څو دوله دی د هر دول عمومي رابطه ولیکی. 
٥‏ د ”4 ٨=‏ او 108= ر معادلی یو له بل سره خه اریکه لري. 


٥‏ د ترا بر او у = 108, х‏ تاب‌گان و گراف رسم کړئ. 

۰ آیا کولای شو چې د لوگاريتمي تابع گانو انتیگرال ونیسو؟ 

له پورتني فعالیت څخه پایله داسې بیانوو: 

که ГО) = әх (хе)‏ وي د طبيعي لوگاربتم د تابع لپارہ لیکلای شو: Їшёх-х-шх-х-С‏ 
х (х,ас!КЁ,аж1) 45‏ ,2102( وي د معمولي لوگاریتم تابع لپاره لیکلای شو: 


Гов, XxX dx = ×۱٥, Ы 
е 


ثبوت: 
1- که 6 = 4 وضع شی نو: 
Гов, xdx = xlog, +С‏ 
3 
Їл хах = хов, = x(log, х – 109, е)‏ = 0× || 
е‏ 


 тхах = xlnx-x+C = х(ах-1) +С 


| log, хах-хїов,--С 
е 
Ї 
и-Їюв,х, du = -1082, ۲ 
Xx 
dv=dx , үзэх 
| log, x dx х1ов, 7ئ او‎ 
Xx 
= xlog, x—log, 1 ах 
= xlog, ۲-۲108, 6 < x(log, х – 100, e) = xlog, +0 
е 
х 
| log, xdx = х log, مې‎ 
е 


مثال: د Па Зхах‏ غیرمعین انتیگرال غوارو پیدا کرو: 


حل: 
зас ахах‏ = ه(دها تما0 | = In3xax‏ | 
۲ - 6 10 مر +113 = 
x(ln3 +In x) —x = x(ln3x —-1)‏ = 
یادونه: 
(Г)‏ د تعویض 510501101 له لارې کولای شو د غیرمعین انتیگرال حل پیدا کرو. 
مری مثال:لاندي انتیگرالونه پیدا کری. 
حل: 
агч‏ 
-2х-3-1, - 0 : 222117‏ 
ах 2‏ 
е + C= - СРС‏ = بو ی ] | - :3 | 7 = 
4 2 2 
20 
2 
=u, 1222 ах = du‏ 2 + 2 
ах‏ 


|= Д 21 |-С-2ш| +2 +7 
и 


сэ 


دویم مثال: د ”ء = (٭)/ تبع انتیگرال ونیسی: 
سرت 
Јо)=е° ۷۷۷۰۷۷۷ ْ ٦‏ 
и=2х > 4и-2ах‏ 


а 
2 


CT 29-1] е" du‏ دا - ل 


ах 


и 27 
[еа = 5 ك‎ ET 
2 2 2 


АИ‏ نک د دل تک ۳۵ > +С‏ و( 
دریم مثال: د Р(х) = хх?‏ انتیگرال حساب کری. 
حل: 
Јо)= хх" = | о) GE‏ 


и= х 


du = 2хах > d= > du 
| (4: - репи: аи روا کے‎ = u ود ھا‎ -и+ С] апи + 6 
27 2 2 2 2 


2 11:20 
2 2 


(П)‏ معین انتیگرالنه هم د بدلون(تعویض له 89ت 


1 


لومړی مثال: د 4۲ [е‏ انتیگرال پیدا کړئ. 


-1 


1 
f(x) =e کے‎ [е ах 
-1 
= کو :11102066 شه‎ 


u =2)-1( =2 ۱ и) А 1‏ ج 2 < u‏ ,1 - - زر 
х=1,и=2х = и= 201) = 2 2 1‏ 


2 
دویم مثال: د 2۰104۲ | = (х)‏ انتیگرال قیمت پیدا کری. 
1 
х‏ < /1 
مل = du = 2x dx > dx‏ 
27 


х-1, حم‎ = 


2 


1 2 4 4 
= | 7 = х-и: dy = 90 
х= 2 5 їг -4 1 1 2х 1 


= [и-и-и]; = 4.14 -4[-]1۰11-1[2 45 


3 


-. 


لاندي انتیگرالونه حل کړئ. 


ауа о | log > dx‏ (ط 47 (ه 


7 
а) зова а [а 
1 


د قسمي کسرونو په مرسته د انتیگرال محاسبه 


- + 
шэг ٦٣٦ 


مخکی مو د قسمي کسرونو تجزبه مطالعه کره اوس غوارو چې د هغو 
шашинг ши‏ 


لومری مثال' نتا ای ون -6х‏ | محلب کر 


۱ еы. حل:‎ 
7-2 4 В 
7 ах = + 
х -6x+8 (2-2) (х-4) 
Айс-4)-8(х-2) ۱ ۱ 00 


(с-2ХХ-4) (х-2)1х-4) (х-2Хх-4) 
4-8-7 
-44-28--12 
4-7-8 


4(7-8)-28--12 
-28-48-28--12 


502520 
28-16 = 8-8 
4-7-8--1 

2 Е 5 


х2 -6х+8 2201 


| шиг а=] 21 

XxX - 6248 لوک‎ 

۳ ۰ 7 

XxX - 648 Х222 х-4 
--шШ|х-2|148Ш|х-4|-С-1Ш (х 2( + 10) - 4(۳ +С 


سآ 27- »)م۱ - 
1-2 


)+ 1 
س ہہ 


2 -5х-9 1 


СЕТИ 02 
نو:‎ 
-5х-9 2 -5х-9 5 А К В 
x +x 6 (52) وت‎ х-2 х-3 
А(х-3)-В(х-2) Ах+34+Вх-2В8 (А+ (+3۸4 -8 
(х-2Хх-3) 020+ | (х-2Хх-3) 
(4-8)х434-28--5х-9 
4-8--5-4--5-8 
34-28--5х-9 
:4 عددي قیمتونه عبارت دي‎ ВА ۸ د‎ 
3(-5-8)-28-9 


-15-58-9 
- 5 - 4 
e 
5 
р 2122 
5 5 5 


1 24 
-5х-9 1 24 1 
کا 6-ر+ ٹر‎ 2 х-| = БЭР: 5Ї هت‎ 
28:85 х-2 20 х-3 
اه‎ -2( MED 


- (2-م )ما‎ 5 +In( +3) 5 = ме TT 1 ٢ 


Ф 


+9827 
х+2 хо 
4 0 سح‎ 2000 
2 ک‫ کے‎ : ) Ї эг 2) 2. Ё E 2 
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د خبرکی مهم تکی 


۳ - 
6 6 6 6 ٥ 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 


که * = )x(‏ رر وي» نو ددې تابع مشتق عبارت له ГО) =е‏ دی. 

که (О) = ٨۸7‏ وي» د دې تابع مشتق 6 a"‏ = (×)'/ دی۔ 

که ГО) юв, х‏ وي» نو د تاع مشتق سل = О) = ов,‏ دی 
0ٰ8 
()8 
قسمي کسرونه: د يوه واقعي کسر هغه کوچنی کسرونه چې د جمعې د عواملو په شکل لیکل شوي دي که 


هغوی جمع کرو راکرل شوي واقعي کسر په لاس راځي» قسمي کسرونه بلل کېږي. 


)803 ,ع٥ا‏ =  )×(‏ وي نو د تابع مشتق 6 ,108 >'((۴)ع ,108) دی. 


)12153 ۱ : ۱ 
که چېرې د р үр‏ كسري پولینوم مخرح СО)‏ د لي ببلایپلو ضربي عواملو څخه جوروي چې 
تکرار نه وي راغلی په لاندې بڼه بدلیدلای شي: 
В С N‏ ۴+ 
С‏ + + 
XX,‏ № د Р, (х) х= х Х--Х,‏ 


که د لومړی درجه پولینوم مخرج ضربي عوامل چې خيني يې تکرار راغلي وي» يعني که د ٨‏ - × عامل 


0 ځلې تکرار شوی وي» نو لیکلای شو چې: 
ро) 4 В N‏ 
(x - x0)‏ (ہد-۔ع) Р,(2) х-х,‏ 
ЭР‏ ."5 لل : Ва‏ 
که د مخرج ضربي عوامل دویمه درجه پولینم د تجزيي ور نه وي و تکرار هم نه وي راغلی نود Р (ху‏ 
Ах+ В‏ 
3 : 1 کے ر 
واقعي پولینوم یو ټوټه کسر 222110 
د اکسپوننشیل تا عگانو انتیگرال لپاره لیکلای شو: 


(1٭ و , "1 ه۵) : 20 = jedi =e +0 | ас‏ 
Ina‏ 
د لوگارتمي توابعو د انتیگرال لپاره لیکلای شو: 
шхас-хїах-х-С : Їюв, xdx= xlog, +۲۳‏ | 
е‏ 


х) = HOL = [еа = е +С 
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х-2 
х+2 
تابع مشتق پیدا کری.‎ Ро) د 1- د٣ صا“‎ 
د 27 = ىر تابع مشتق پیدا کری.‎ 
د وما> کر تابع مشتق پیدا کری.‎ > 
لاندي کسرونه په قسمي کسرونو تجزیه کری.‎ 
2 
3) 2 2 
(х +1( 


6 لاندي انتیگرالونه پیدا کری. 


01021 


ЛО) = 1)‏ د تابع مشتق پیداکرئ. 


ы‏ څ ہا 


з 
2 | ши” 
Xx 
4) | له‎ 605 х Sin хах 


5 
ری" | 9 


7-» لاندي تاب ع گانو مشتق پیدا کری. 
х)‏ صتع)صا Б) у=‏ 
2- پر )4 


х-1 Е 
1)------ р) نش ی‎ 512 
) хх 0 ) XD 
1) | 5/а 


3) | (2с08х-581х--6 )4х 
5) | xe ل*‎ 


7) Їл له‎ +10 


а) ус (х ++1( 


+1 


с) у=е“ 


شپرم خپ رکی 
د انتیگرال تطبیقات 


сэ 


د منحن ی گانو پو اسطه د محصور شوی سطحی د مساحت محاسبه 

Ассоипїїтр of area 20111 Бу опе curve І 
د مخامخ شکل مساحت چې يوه سطحه د يوي منحني‎ 
په واسطه تړل شوي دایره ده. د مساحت فورمول یی‎ 


وویاست. 


(4 


23 

ا تابع په پام کی ونیسسی. 

۰ د تابع بحراني Рот‏ ۷11/6۵1 ټکي او د × محور سره د تقاطع ټکي پیدا ا وگراف بې رس م کړئ. 

۰ د 1-52 > نزتابع او × محور تر منخ د سطحې د مساحت قیمت د انتیگرال په مرسته پیدا کړئ. 

е‏ پورتنی فعالیت د 2 + - у=‏ تابع لپاره تکرار کری او د منحني او د × د محور تر منخ محصور 

5 

Е(Б)- F(a) 1‏ = ہل 7)5 | اشگرال د يوې سطحی د مساحت قیمت راسيي چی 
د у= Р(х)‏ منحنی اود × محور او د ۵ = × , =D‏ × د کرښو له خوا رابند (محصور) دی. 
_ که د ГО)‏ تابع په [ط,م] ترلی انټروال کې مثبت او متمادي وي» يعنې 0 < О)‏ = ر په دې 
صورت کې ГОО‏ تابع گراف تل د × محور پورته خواته او که 0 > у= ЈО)‏ 483 په دې حالت 
کي Ро)‏ تابع گراف د »× محور لاندي خواته واقع ده او منفي دی. 


لومری مثال: د х-4-у”‏ تابع د منحني او د ر د محور تر (да‏ محصور شوی مساحت پیدا کړئ. 


حل: لومری د تابع بحراني ټکي او د 82 محور سره د تقاطع ټکي پیدا کوو» وروسته بې شکل رسموو د 
بحراني ټکي د پیدا کولو لپاره لومبی د تابح مشتق نيسو او له صفر سره یې مساوي کوو او له محورونو سره د 
تقاطع ټکو د په لاس راورلو لپارہ تابع له صفر سره برابروو. 


,3 0 یت 1 سو 

х=0 ج‎ у-0 
= =4-у ج‎ х=4- = ис 1 
جرا - پر چ ۱ ,0 ےر‎ аа > )4,0( بحراني ټکی‎ | 
х-0, 4-у=0= у =4 رب سس‎ 
у=+2 سره د تقاطع يكي (2-,0) ,)0,2( کد‎ хэрээ ) Ё 


خرنگه چی د х-4-у”‏ معادله په [2,2 -] انتروال کی نظر × محور ته دواره تکی متناظر دي» نو د 
نمايي مساحت په پام کی نیولو سره» د انتیگرال د مساحت سرحدات په لاندي دول په لاس راورو: 
3 2 2 
و -«2]4- ه(شر-4)| 4-|ё-у)фд-2‏ 
0 22 
2 16 24-8 8 2 
А-21(4-2--41-01|1-2(8 =2 -2 -‏ 
К ЕСЕ ЕЕЕ ЕРЕС‏ 
دویم مثال: د × محور او د 1= ر تاع منحني د محصور شوې سطحې مساحت محاسبه کړئ 
حل: د محصور شوې سطحې د مساحت تاکلو لپاره لومړی بحراني ټکي او د × له محور سره د تقاطع 
ټکي په لاس راوړو. 
تفع ار 1= ر 
зї‏ = ۶ 


بحرانی یکی )0( ج у=1-20 = у=1‏ = 1= کولو لو 


1 1 
0 ۳ а. ٹر ج‎ =2, х= +42 Уу 


сэ 


А = / ري کله‎ а-аа дра) 
-42 2 0 2 .تہ‎ 
4 2 +82 ا‎ 
_ (642-242 _ 2 


3 3 
4-1.8853 


دربم مثال: )5 у=х2-3‏ تابع گراف د х‏ له محور سره يوه سطحه رابند وي» د دې سطحی مساحت 
Ма‏ کری. 
حل: لومری د سطحې د تاکلو لپاره د تاع گراف رسموو او د تابع بحراني ټکي او د تقاطع يكي په لاس راورو: 


0306 و کل 

J =0 5 0‏ 
و у=‏ حون رحل 20 1 
بحراني ټکي (3-,0) ج 3- = ہر = 
و ترس ()- 3- OG‏ 
د محورونو سره د تقاطم يكي (3,0/-) ,)43,0( = 3 لد х=‏ 


220 5م انټروال کې د محور سره د تقاطع ټکي متناظر قیمتونه 


انتیگرال د سرحدونو نيمايي مساحت پیدا کوو اوبه 2 کې ہی ضربوو: 
Уз 43 1 ۳ т‏ 3 43 
1-600( )) 2۔ = А = | (х2 -3( а= -2 | (х2 -3)ах= 20| 2-3 | а)‏ 
ЇЕ )ах је )ах ЇЕ 1 ۳ 0 13200)‏ 
)343-)2(:443-- )0- 1037-01-33 (2-- 


+10.2 


--268у +643 = 20 +6(1.7) = -264913) 210255 ЌЕ 


= -3.2753 +10.2 = 6.9247 


сэ 


خلورم مثال: د 32 - ”× = ر تاب عگراف رسم د منحني او × محور تر منخ د سطحی مساحت په 


[1,4-] انټروال کې وټاکئ. 

حل: لومړی د منحني بحراني یکی او له له محورونو سره د تقاطع ټکي پیدا کوو: 
пе‏ 
у=210-3=0221=3,2=3‏ 
3 7 3 7 3 

== جوا چي سے 3 - ہہب 
ху С С)‏ پر >> پر 2 2 


9 د 9 2 ك 
ا 1 ےڈ سے 9 سرچ ہے تس ام پچ ہے 


5 3 9 1 Е. 

5 چې 0 < 2 = у‏ دی نود )5—2( ټکي د تابع مطلق اصغري يكي دي او د تقاطع ټکي بی د × 
له محور سره عبارت دی له: 
у-0-»х2-3х-0‏ 
-эх(х-3)-0‏ 


: А. 
ج‎ х= 0 5 х, =3 -1 1 / 


0 3 4 
ПЕЕ [о 3x) dx [о 3х) dx + [о - 3(4 
-1 0 3 
1 3 1 3 1 3 
3 171 1 ٣ 
1 3 1 7.٦ 5 00 ۹ 3 
4 <])-۰0--۰0(-)-۰)-1( --۰)-1 3 3 :0---0)| ۲ 
5 2 ) го ) 8 01 2 5 ) - 7 )] 
LE I lS 
اک‎ ууа з 
٦ + 9 эээ 
1 3 1 3 1 3 1 3 
)(س)-‎ 2 .9( + )-۰64--۰16(-)2-۰27--.9 
( 3 21 б 2 ) ۴ 2 : 2 ) 
1 3 27 27 64 48 27 7 
وس سے ہے سے سس وتو وت وکو وکو‎ 
00+ 2 و و لل لد‎ 
TOD ASTA! 65-54 57-48 11,9 22427 49 
3 2 3 2 372 6 6 


сэ 


پنځم مثال: د ү-х 2х‏ منحني او × محور ترمنخ مساحت د [1,2-] په انتروال کې پیدا کړئ. 
حل: لومری بحراني ټکي وروسته د × له محور سره د تقاطع ټکي په لاس راوړو: 


۶٣‏ جک 2 و بر 
۹٦‏ 2-۱ 
بحرانی تکی (1-,1) х-1, узх!-2х-1-20)-41-‏ 


خرنگه چې 0 < 2 =" ر دی نوتابع د (1-,1)په ټکي کې مطلق اصغري لري او د × له محور سره يې 
تقاطع په لاندي ډول دہ 
0 ی۶ ۰۶۳+ 
! 828521 


3-0 ,х,-2 
۳5 ۳ 


خرنگه چې منحنی د [1,2-] په انټروال کی له مبدأً څخه تيربري او د منحنی يوه برخه د[1,0-] په 
انتروال کی د × محور پورته خواته او بله برخه یی د [0,2] په فاصلي کی د Х‏ محور شکته خواته پرته ده 
انتیگرال یې منفي دی: 


- 
1 
о 


4= [о 2х)ах [о 2) کاو‎ ХЭ Е %7 
1 8 1 8 Е 
-(0-( : П) (С 4)-0)--4 4 1 а 4) = - 4 (۲ 4 ) 


8 4 
کے + 
د 3 


ЕЕ 


= پو | منحني اود × محور تر منخ مساحت په [27, 27- -] انتروال کې حساب کری. 


узх-1»-2‏ تام منحني او 1= ر» 2= ر 
کرښو تر منځ مساحت وټاکئ. 


289 
د - رہگ Р а‏ 
ЕЕ‏ منحني او و کرښو تر منخ حت حساب کړئ 


د دوو محصور شویو منحني گانو تر منخ د مساحت محاسبه 
Ассоипїїтр of area bounded Бу tow curves‏ 
لاندې شکلونه په پام کې وني سئ د А=А А,‏ اړيکې د سسموالي په ارہ خسه 


А 4 4 


و یلای شی. 


ў. 

که د 7× -1= نز او 1- Уух‏ تابع گانی راکرل شوی وي. 
Jy3 ©‏ رابطی څخه د × قیمت په لاس راوړئ. 
9 د لاس ته راغلو قیمتونو په پام کې نیولو سره د هغو ی گراف رسم کړئ. 
۰ خرنگه چې د ر تاب گراف د راز تابع دگراف څخه لور دی نو د تاب مگانو د انتیگرال د تفریق 

حاصل (ونز - /() د د په ټاکل شوی انټروال کې حساب کرئ. 
9 نوموری فعالیت د "د = ر تابع د منحني او у=х+2‏ دکرښې لپاره تکرارکری او د محصوري 
د پورتنی فعالیت خخه لاندي پایلی لاسته راخي: 
_ که چپري د )0( = (х) у‏ = و دوو منحني‌گانو د محصور شوي سطحی د محاسبي لپاره په 
هغه صورت کې چې )800 < ГО)‏ وي» يعنې د ТОО‏ تاب مگراف د ()8 تابع دپاسه واقع وي» نو 
لومری د دواړو منحنييگانو د تقاطع يكي پیدا کوو وروسته د پاسني او لاندېني منحني د × د محور سره 
مساحت په [а,Ь]‏ انټروال کې محاسبه کوو: 


4- ло -800| 4۲ = [уо ах | ах 


3 


- که چېرې د ()8 تابع گراف د ()/ تابع دگراف دپاسه واقع وي» نو لرو چې: 


هم همو | = радо‏ =4 


لومری مثال: د ٨۶‏ - 2 = ()۲ او" = (د) 8 منحن يگانو دگرافونو ترمنځ د پرتې سطحې مساحت 


حساب کړئ. 
حل: لومری د دواړو منحنيگانو د تقاطع ټکی پیدا کوو: 
)8(5 ر х?‏ = ںاج - 0۵-2 
ТО) = р(х) 25-х? =× |‏ 
-х? =0 1 1 201)‏ 2 
۱ د 7 2x- 2× =0 ЭЭ.‏ 
х‏ جک پ2 2х(1-х)-0 н!‏ 
۱ 2 0= ہد >= 22510 
٦ ҒО)‏ لا 1۲ 


еар او )040( ده‎ ао 


22-201 -1 :2 کت د شیر - јог- х?‏ > [(×)ع лө‏ =4 
۲ 23-2 _ 2 _ 371 2 2 
шин 00076‏ 
دویم مثال: د 7-6-12 د ХО)‏ تابع او × -2 = а(х)‏ کرښې دگرافونو تر منځ د پرتې سطحې 
GD Е‏ "۷۶" 
|е лотко‏ تہ 


х? - 6+ 2 "و س‎ х? - 6+ 2-2 + 7 20 
x> 0 

х=0 ,х,-5 :‏ 
MNE‏ دو 55 منحني د تفاطع يكي )5-3( ,)0,2( >= 


له شکل څخه ښکاري چې د )80 کرښې گراف د Јо)‏ گراف پورته خوا ته واقع دی» په دې معنا چې 


8)( > f(x) 
۸4 < -(ند)چ)|‎ а= | )8- تر ېز‎ +6x-2)dx 
= | (-x-x” + (د6‎ dx = | (=x? +5х) ах 
:یچ تا‎ MS 
ПСЕ 2277-7477, 
_ -250+375 5 
6 6 
)و تاب گانو د گرافونو تر منځ د پرتې‎ =×” -2х+2 او‎ /(х)--х"44х-2 دریم مثال: د‎ 
حل: خرنگه چې د دواړوگرافونو د تقاطع يكي د انتیگرال حدونه جوړوي» نو د دې ټکو د پیدا کولو لپاره‎ 
وضع کوو:‎  )( = (0) 
| == TAD 
7 ۲ Р(х) < ر-‎ + ۲ - 7 
5 6.5 а(х) = х2 -2 +2 08007 


| 1 


532602 را 


0 - 2- ر2 + 2ر-2+ 4+ 2ر ج 
х(-2х+6) -0‏ ج 0 = ×6 + 27 - 
ازس х,‏ 6 < 2 - ر لک x эхэ‏ 


د دوارو منحن يگانو د تقاطع ټکي )3,5( 9 )0,2( 
هڅ له محور سره د تقاطع یکی عبارت له )6543( )240 دی اوله شکل خخه لیدل کېږي چې د )1463 
گراف د (х)‏ له گراف څخه پورته واقع دی نو ЭД‏ 


۸ < ло - е(х)]ах = лоха | бүр = јс -4х-2)4х- صا‎ –2х+2)ах 


=-2-27+2:9+6-0-2:27+9-6+0 


9 


9= وبو-18+و = 


Бэ 
منحنيگانو دگرافونو تر منخ د پرتی سطحی مساحت پیدا کړئ.‎ у= х? او ھ: گور‎ у= Хо د‎ 


2 د = у"‏ پارابول او 5- = ر کرښې دگرافونو تر منځ د سطحې مساحت حساب کړئ. 
3- د 6بم2- ٹر منحني او 1- ×  <‏ کرښې دگرافونو تر منځ د سطحې مساحت محاسه کړئ. 


دگراف له دوران خخه د په لاس راغلی جسم حجم 
of rounding things Volume‏ ۸4660۷۱11۱ 
د مخامخ شکل د جسمونو د حجمونو تر منخ ز نسبت پیدا 


په مخکنیو ولگی وکې مو د جسمونو حجم پیدا کړی وو. پرته له دې چې د هغوی فورمولونه ښوت شي منلي مو 


وو» خو اوس د جسمونو د حجم فورمولونه د معین انتیگرال څخه په گټه اخيستني سره ثبوتوو. 


٥‏ یوټکی او يوه کرښه په فضا کې داسې په پام کې ونیسی چې ټکی دکرښې په منځ کې واقع وي. 

٥‏ هغه جسم چې ديوي مستقیمی کرښې له دوران څخه د يوه كي په شاوخوا له خرخبدو وروسته جوړېږي» 
نوم یې واخلئ. 

٥‏ دنوموری جسم د حجم فورمول ولیکی او ووایئ چې هغه څنگه ثبوتوو. 

د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 


۰ که چېرې د у = Р(х)‏ متمادي تابع د منحني مساحت (а)‏ 
نظر (а)‏ شکل ته 


د ۾ =× او х= Б‏ کرښو او منحنی په واسطه محصور 2 
А‏ ۱ 1 7 ید مقعطع مساحت 
| 


© 


چې ارتفاع یې Ах=Б-а‏ ده او د دې استواني سطح د دايروي شکل په واسطه محصوره شوي ده چې 
دې سطحو ته مقطع وايي او پوهېږو چې د دايري مساحت نظر ‏ محور ته 777 = А(х)‏ دی او ددې 
مقطع شعاع شکل ته په کتو سره د У‏ محور سره موازي ده» نو у=‏ کېږي او د حجم فورمول يې نظر 


ریمان مجموع ته په لاندي ډول دی: 


0 b b b 
۷ - 111 = lim « 4(x)Ax 2 2177 а= | ١) ах 
1-24 ОО 2 7 а 7 


9 که د Ј(у)‏ = ۲ تابع د منحني مساحت » = У‏ 


А 
- РЕЛЕ کرښو ترمنخ محصور شوی وي‎  < 4 او‎ 
шаа EE دداسې استواني د مقطع مساحت نظر لز مخور ۾ / پس د‎ 
59 دی چې ارتفاع لے‎ АО) > xr ته‎ 
5 0 Б سره ده هغه‎ × = ٣ یې - 4 = ر او شعاع يې‎ 


حجم چې له دې دوران څخه په لاس راځي په 
لاندې دول دی: 


а Ь Ь Ь 
у= lim, = lim >, ۸/۸ = | zr? dy = f x x? dy = ШОО dy 
| а а а 


د دوراني جسمونو حجم د انتیگرال په مرسته په لاس راځي» لکه: 
1- د انتیگرال په مرسته د کرې حجم پیدا کری. 
ثبوت: پوهېږو چې که چبري نیمه دایره د خپل قطر په شاوخوا وخرخي کره لاس ته راخي او د دايري 
معادله ?= ”رر + 7× ده» اوس د نیمی دايري حجم له خرخبدو وروسته په لاس راورو او هغه دوه برابره 
کوو چې د دايري بشپر حجم په لاس راشي 

Ета 


2 2 2 
J =r —x 


8 


= [аа 7 |) - %7”) dx 


ГА 3 
= 27 ] (۵۲ 26 لس‎ а اہ‎ 

3 157 Чу 2 
3 ۹ 0 Р 
-27107-1-)-01 12-41: 

3 ЗИД 
22222 шил 
3 

2р? 

= 27) 

( 4 ) 


زو ( دكري حجم ) ۶ 


ثبوت: څرنگه چې مخروطي سطح د у = тх‏ کرښې له دوران څخه د × د محور په چاپپربال په لاس 
راځي نو: 
1 
у= [луга‏ 
0 
Л 1‏ 
[Ге т?х?ах= 7 т? | х?ах‏ = 
0 0 
3 3 
2h‏ 2 2۳۲ 
=лт |— |= лт (--‏ 
١ ٢ !‏ 
rh 2‏ 
(тй‏ —— = 
) 23 


له پورته شکل څخه ЧАЈ‏ کېږي چې د مخروط قاعده دايروي بڼه لري اوشعاع بی د Л‏ محور سره موازي ده» يعني 


у/ЇҮ‏ او همدا رنگه د مخروط ارتفاع (л)‏ د × په محور باندي منطبق ده» (х= А)‏ نود у= тх‏ په اریکه 
y=mx > ши‏ 


کې یې قیمت وضع کوو: 
3 
e‏ 


خرنگه چی د مخروط قاعدہ دايروي ده» د دايري مساحت شر ې دی» لرو چی: 


لج 

1 

3 
Б.‏ 
چ | دیا 


= د مخروط حجم) | 
р‏ 2 
3= د الپس جج ہی E‏ د منحني او х‏ محور په چاپیر د لوی قطر په شاوخوا له دوران وروسته 
جوربري» په لاس راوری. 


ثبوت: دالپس د نيمايي حجم د لوی قطر په شاوخوا په لاس راورو او هغه دوه چنده ЭЭ‏ چې د بشپر الپس حجم 


په لاس راشي. 
ر х?‏ 
1= =4 
a ۸" у‏ 
2 2 2 
у х b‏ 
| ۱ ۱ | ا е‏ 
а а р?‏ 
روز ,= 0[ -- || 7 = Г = [ау dx‏ 
а‏ ,2 2 
а 2 2028 212‏ 
х= -а| | | =4‏ پټ مب - | 27 - 
а ۰ 3‏ 0 


3 2 


b” а 5 
з24(04-05-2)-01-24 а--11 


2 25054122 
حا د وای 5 1 2002 


4 4 
70 7- سے دا ان 3 شاوخوا > 02 ۷-7 
3 د الپس دوران د لوی قطر په شاوخوا حجم В‏ 


1 


که چېرې د الپس محراقونه د У‏ په محور پراته وي او د هغه انتگرال حساب کرو د الپس د کوچني قطر په شاوخوا 


حجم په لاندې ډول په لاس راځي: 


4 
82222 5 الپس دوران د کوچني قطر په شاوخوا حجم 


6 


لومړی مثال: د هغه جسم حجم چې د × = ر او 1= « کرښې تر منخ پرتي مستوي مساحت د دوران 
څخه د у‏ په محور په لاس راخی پیدا کړئ. 


حل: لومری شکل رسموو وروسته بې مساحت حسابوو: 


» х 


دویم مثال: د у= 2х‏ تابع او 3- ز کرښې ترمنځ د حرخیدلی جسم مساحت پیدا کړئ. 


حل: 
у‏ 
Ь 3 2) 3‏ 
a 1)‏ لح а= л‏ ]214/25 | = ملا رج | у=‏ 
| رز 0 0 0 а‏ 
а 0 "_ 1 а‏ 4 
۱ ۱ .15 239 : 


۲ = 9л 


پادونه: که د (١د)/ ‏ ,ر او а(х)‏ = ,از تابع گانې په |а,5|‏ انټروال کې متمادي وی د هغه دوراني جسم 
حجم د Я./(Х)‏ )800 منحني‌گانو او د ٢-6‏ × کرښو تر منځ جوړېږي له لاندې رابطی څخه لاسته 
راځي: 

۸> د استوانې ارتفاع 
лу лу = л(у = ۷ (‏ ر د استوانې د مقطع مساحت) = («)4 
د هغې استوانې د حجم فورمول چې د (х)‏ تاب عگراف د 
а(х)‏ تام گراف څخه پورته قرار لري. 


5 5 
رؤر- سام = У-|яОТ-у‏ 


@ 


د هغې استواني د حجم فورمول چې د (×)8 تاب عم گراف » د () ۶ گراف څخه پورته واقع وي. 
5 5 
عهزشر- У-|лО2-э1)4х-5| O?‏ 


مثال: د هغه جسم حجم پیدا کری چې د × = ر منحني او ×  <‏ کرښې تر منځ د پرتې سطحې مساحت له 


دوران څخه د × ууна‏ په شاوخوا په لاس راځي» محاسبه کړئ. 


حل 2 
کے 
фу-х‏ 
به У . »-Х‏ 
(0,0) 7 
ле Е 22271100)‏ 
(«)ع = پر ور 
سەر(ضں- а | тк‏ (څر -پٌر )ې | = 
٦٢٦٢٦‏ 
سخ ابر -(0-) -(0-ج)]م - 
ا ا 
کے 


41 3 شه کس ھچ کی د 2> ر تابع او د 0= ۲ او 7= × دو وکرښو تر منځ محصور شوی 
2 دهغه جسم حجم پیداکری چې د =٨‏ « منحني او 8= 1 0 × کرښو ترمنخ محصور شوي 
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د قوس د اوروالی محاسبه 
Accounting the Length of Arc‏ 
څرنگ هکولای شو چی د مخامخ پړي اوردوالی پیداکړو؟ 


АВ تابع په [0,2] انتروال کی په پام کی ونیسی او هغې ته‎ « = О) دقایمو مختصاتو په سیستم کې د‎ ٥ 
ووایې» داسې چې تابع په نوموړی فاصله کې متمادي او د مشتق وړ وي.‎ 

٭ [a,b]‏ انټروال په دربو مساوي برخو ويشو او د × او × د قوس اوردوالی Ма‏ او М,‏ ہیو۔ 

9 د /1 له يكي خخه يوه ټوټه کرښه د М.‏ په يكي او يوه بله کرښه» د هغې په مخامخ کرښه رسموو او د 
دوارو ټوټه کرښو» د تقاطع یکی Н‏ ونوموی. 

٥‏ د 16,7 د کرښې فاصلی ته ۸ او М,Н‏ ته نز وايي او د М.НМ,‏ د قایم الزاوبه مثلث د مخامخ 


له дэх‏ فعالیت څخه کولای شو چې د ,/,/1مثلث د 8 м,‏ 
خامخ 3 رم ود 1۸ м‏ 
مخامخ قوس اوردوالی داسې ثبوت کړو. БЭ‏ سے 
| )2 
۱ 
| 
а 38) 2 : жа‏ 
ثبوت: 


له قایم‌الزاوبه ,۸ مثلث خخه په گټې اخيستني سره لرو چی: 
(М, M2) = (Ах)? + (Лу)?‏ 
М, М, = (Ах) + (Ду)?‏ 
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2 مشتو له تعربف 4 خخه پوهبرو: 


۱ _ Ах ۱ _ 
[ (0= , 8'0) ТЕ 
Ах= (۷ А ۸ = )و‎ А 


М.М, = (Ax)? + (Ay) = Г) Ар ۰۸۸۳()ج]+‎ 
MM, = [f (OP +g ОР ۰۸۸ 


نو د ریمان له مجموعې څخه لرو: 


L=lim у O +l (OP ۵۷ 


b 
L= |Р [)'ج]+‎ а 
د دايري محیط محاسبه کړئ:‎ × + аг لومری مثال: د‎ 
X =r ۶ 28: 
| . حل: خرنگه چی د دایری پارامتری معادله په دې ډول‎ 
۷ -> 7 шал Е 2: : 
که چېرې 57 >0 وي» نو د دايري نمایی محیط پیدا کړئ.‎ 
1) хэ уа у 
0 
x 2-9101 و‎ у سے 7 دس‎ 


۲ = |r sin 1)? + (r cost)” dt 4 
0 


Р -| 4” sin? t +r” cos” tdt ۱ 
0 


P= | r (sin 1 + COS 1) dt = |а о تس‎ 
0 0 


د دابري نيمايي محیط ۲ Р <]۳1[0 = )۰۲ -۳۰0( = ٨‏ 
27 = د داپري مکمل محبط 


3 


بادو نه: 


1۔د (د)/ر y=‏ منحني معادله په ط ک × کہ انتروال کې راکرل شوي ده» د х‏ د پارامتر په پام کې نیولو سره د 


А 
2-| 14-77 (х) ах منحنی د قوس اوردوالی داسی محاسبه کوو:‎ 


3 
مثال: د = منحني د قوس اوږدوالي په 4 > ۲ > 0 فاصله کې حساب کری. 


уо) = Г) >9 


4 
= |.11+—х سے‎ и? du 
0 2 
4 5 4 2 и-14-Х 
= 018 لنمو دا دو‎ 
2201 du = - 1× 
2 4 


8 9 344 3 ЕС 
)لا‎ = +74 (IO =D) = 


8 
І ---)1۱0۸۷10 -1 
па ) 


2- د ((()/ = × منحني په 6 ک ر ک 4 انتروال کې راکرل شوي ده. د У‏ د پارامتر د په پام کی نیولو سره 


г= |720) +1 dy لرو چې:‎ 


)8 
مثال: د = کار منحني د قوس اوردوالی په 4 > > 1 انتروال کی حساب کری. 


ло), = 


1-0 |/20)-14 دہ‎ 32) +1 ду 
-Ї بر‎ 414у- E —du ارت‎ 


11 7 - 9 

< +1 ди---4 
٠ = 5۔‎ JJ 
5۷۔‎ 10 Сн) 1 ۵-0 


= 100 - у= 1010- سب‎ 


y= а‏ د منحني‌گانو د قوس اورردوالی د 2 ک× ک1 د فاصلې تر منځ پیدا کړئ. 
3 


2 د к"‏ -(۶ د منحني د قوس اوردوالی په 1 ک ۲ ک0 انتروال کی پیدا کری. 


د څپ رکي مهم ټکي 


» انث‎ ٨٨ 

F(a)» ۰‏ -(۵) ۳ ہل ()/ | انتيگرال د يوې سطحې د مساحت اندازہ يا پراخوالی رانسيي چې 
کر کا منحني او د GAR‏ ۾ = × او Х-0‏ کرو له خوا رابند دی. 

٩‏ که د (х)‏ تابع پە[ ط, 0] انټروال کې مثبت او متمادي وي» يعني 0 < Ул  )٨(‏ په دې صورت کې د 
(х)‏ تابع تل د × د محور پورته خواته او که 0 > у= Р(х)‏ وي؛ په دې حالت کې د () ۴ د × د 
محور لاندي خواته واقع او انتیگرال یې منفي دی. 

د دوو منحنيگانو په و اسطه د محصور شوى سطې د مساحت محاسبه: 

ы‏ ان اس تن ی 


а = | Ро) а : (4‏ ]709-09[ =4 
9 که چېرې د (×) £ تاب ع گراف د Го)‏ تابع په پاسنی برخه کې واقع وی؛ لرو چې: 
/Одас‏ | ۔مە(ج‌ع | =[ - l0‏ =4 


دگراف له دوران څخه د په لاس راغلی جسم حجم 

۵ که چپري د (×) £ у=‏ متمادي تابع مساحت د ۵ = × او ۵ = × کرو په واسطه محصور شوی وي» نو د 
هغه جسم حجم چې د پورتني تابع د منحني له دواون مشخه د د محور Аааа‏ تقریبا 
استوانه‌بي شکل لري . 

چې айж‏ 0 - ۵ = ۸ ده او د دې استواني سطح د دايروي سطحو په واسطه محصوره شوي ده چې دې 

سطحو ته مقطع وايي او پوهېږو چې د دايري مساحت نظر Хэ‏ محور ته ۳ 7 = А(х)‏ دی او ددي مقطع شعاع 

نظر شکل ته د لر له محور سره موازي دی؛ نو ۴ - 1 کېږي او د حجم فورمول یې نظر د ربمان مجموعي ته په 


11 Ь Ь 2 
у= іту, = lim У ДО)Ах = [rr а= | лу а= ло) Ра لاندي دول دی:‎ 
1] -<00 (1-2 7 х 2 2 1 
کرښو ترمنخ محصور شوی وي دداسې استواني مقطع‎ 2 ۰ улс تابع مساحت د‎ = Ј(у) که د‎ ٥ 


نظر У‏ محور ته А(у)- лр?‏ چې ارتفاع ہی а-‏ = ۸۴ او شعاع يې ۶< ٨‏ سره ده هغه حجم چې 
رر بب چ о‏ 


у= іту, = lim 2 و‎ jar ау = |» ړل‎ > ||)" dy 


د قوس د اوږدو الي محاسبه: » 
С")‏ 


د قوس د اورردوالي د محاسبي فورمول: О ЕСД аі‏ مه 


7 - | 1+ £” (x) ах 0 
1-|4(1-790) Фу (2 


د شپږم څپ رکي پوښتنې 
у!-х-5-0..‏ منحني او د د محور تر منځ د پرتې سطحې مساحت محاسبه کړئ. 
د هغې سطحې مساحت چی د =sinx‏ پر منحني په [ 0.27 | انټروال کې او د × د محور تر منخ پرته ده» 
پیدا کری. 
3 د 27 - ×= ر او 6-5 = ر منحن يگانو تر منخ د پرتی سطحي مساحت حساب کړئ. 
4 د 4-3 + уз-х‏ منحني او محور تر منخ د پرتي سطحي مساحت پیدا کری. 
5. ددع8 + у=х2-4х |узх”-бх‏ منحن يگانو تر منخ د پرتي سطحی مساحت پیدا کړئ. 


نے دا 


7 3 

6. دهغه - їл»‏ 22-15 د созк‏ 0 ۷ متحت اه لاح ک хог‏ به 

جسم حجم وټاکئ چې У‏ منحني او Е‏ 

1 1 
7 د هغې سطحي حجم چې د 2 + ٨‏ = ر منحني له دوران څخه د × د محور پرشاوخوا په [0,4] 
انټروال کې جوړ شوي وي. 
8 د هغې رابندي شوي سطحې د جسم حجم چې د ”× = لر منحني او د 22 "+ د دايري له دوران 
څخه د × ууна‏ په شاوخوا جوړ شوې وي» پیدا کری. 
1 

ЕСЕБКЕ 9‏ 1 ×< = از کرښې دوران او د х‏ محور په[2,6] انټروال کې جورپرري» په لاس 
راوری. 
10 د 4 + ×- = ر منحنی د قوس اوردوالی په 2 > × > 2 - انتروال کی حساب کری. 


11 د یوک = نو تبع د منحني د قوس اوووالی په 3 ک2 انتروال کې پیدا کری. 
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اووم څپ رکی 
احصائبه 


сэ 


مور ټول افغانان یو 


هغه تصادفي متحول چې په احصائیه او احتمالاتوکي تر ېگټه اخلي؛ له هغه متحول سره چې په 
الجب رکې مو لوستي دی. خه توپیر لري؟ 

که ЈО) асоеро‏ = (× = ۲)۴ تابع ولرو؛ هغه مرتبې جوري چې د 
نوموري تابع خخه په لاس راځي» جوري او بيا یې ولیکئ. 
مخامخ شکل ته په کتنې سره د К glk,‏ 
مقدارونو ترمنځ او ()/ د منحني لاندہنی 
مود و واک ادا ٠۰٠.9‏ 


12:52) 


د لاندي جدول په پام کې نیولو سره د ]x, - 1159 Р 2 О)‏ او 


1-1 
(653) مجموعه په لاس‎ ЇЕ 2 El ТОС) 


1 


f(x) 10.5 0.5 


х |0 1 


د پورتني فعالیت پایله داسې بیانوو: 
_ هغه تصادفي متحول چې په احصائیه او احتمالاتوکي تر خبرني لاندي نيول کېږي عبارت له هغې تابع 
څخه دی چې د تعریف ناحیه یی نمونه‌يي فضا او د قیمتونو ناحیه یی حقيقي اعداد دي. 
که оа)‏ ات х,.170:1-4Їх.Цэн‏ | / ارت وه هد 
مجزارغیر متمادي) احتمال تابع وايي: 

۰ د تجمعې او متمادی احتمال تابع کولای شو په دې بڼه Ё(х)-Р(Х < х)‏ ونیو. 

٥‏ که چېرې (:)/ د احتمال تابع او × تصادفي متحول وي؛ په دې صورت کې د دې احتمال 

چې × د ۸ او ر۸ په منخ کې وي برابر دی له: 


Р(Е sx sk, )= (۵ 


٩‏ که چبري ۲ پیوسته ناخاپه (تصادفي) متحول او :ا > К|‏ خخه وي» په دې صورت کې: 
Р(Е,)- Е(Е,)‏ <(ما ک Р( sx‏ 
۰ که چېرې ×ناڅاپه مجزا متحول وي» په دې حالت کې اوسط (Expected Value)‏ د х‏ 
تصادفي مجزا متحول چی د Ё(Х)‏ په بڼه ښودل کېږي» برابر دی له: 
ОХО наб) а/б)‏ 


х E(x)‏ اوسط هم بلل کېږي چې هغه په Х‏ ښيي همدارنگه که چپري 5 غیر متمادي تصادفي 


متحول وي» په دې صورت کې د Х‏ وریانس چې په 2 ښودل کېږي برابر دی له: 
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82 = EON) 


1-1 


مثال: یو شخصي شرکت غواري د يوي غوندی پر سر د اوبویوه خاه وکني» د اوبو خاه په یو میلیون افغانی. 
تمامېږي که نوموری څاه اوبه ورکړي د شرکت مالک لس میلیونه افغانی اجوره ДЭЛ‏ پرته له هغې به د څاه 
د کبندلو یو میلیون افغانی مصرف په زبان ورکړي. 
الف دا موضوع د يوې تابع په بڼه ونیی. 
ب_ که د دې احتمال چې کیندل شوي خاه اوبه وركري 0.2 او د نه ورکولو احتمال ہی 0.8 483 په دې 
صورت کې د احتمال تابع» اوسط (БЕхресгеа Уашше)‏ » وربانس او د × تصادفي متحول معياري 
انحراف پيداکړي. 
د الف حل: 

د قیمتوو اه د تعریف ناحیه 

لس میلیون چ ی داوبو شتون 


5 ی میلیون ,ور د اوبو نه شتون 


۵ ب حل :د تصادفي متحول د احتمال تابع اوسط» وربانس او معياري انحراف په لاندې جدول کې ښودل 


شوی دی: 


انحراف Л‏ د تصادفي متحول د مربعاتو انحراف د 7 5 احتمال| تصادفی 
وا ریس تصادفي متحول له اوسط څخه 9 


معیاری ر 
Л) | 5‏ ات تاک بدا ار )20 | )| х‏ 
2-2 484.08 | 484-/41-12(| 8--108- | 08 | 1- 
7744۰02-8 | 77.44= (10-1.2) 2 - 10۰0.2 02 10 
0- کر 1.2 0.1 


4.4 
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3 
٧۶ 


فرض کوو چې د يوه موټر پلورنځي د 100 ورخو خرڅلاو په لاندې دول دی: 


О ۱ 60 30 8 2 
0 1 


د پېرودل شوو موټرو شمبر 


د تجمعي احتمال له تابع څخه په گنه اخېستنې سره ووایی چې په يوه ورخ کی حداکثر احتمال د )2( موټرونو او 
حداقل احتمال د دوو موټرونو په کومه کچه ده؟ 


د دوه جمله‌يي توزیع او د برنولي ازمویښت 


0 لونو оо‏ حل کرل. ناسی خه 
سوچ کوئ چې دا گیون‌کوونکی په آزموینه کې بریالی کېږي 
او یا بې نتیجه پاتي کېږي؟ 


د احتمال دوه جمله‌يي توزیع يوه غيرمتمادي توزبع ده چې د مختلفو پېښو د 


توصیف لپاره په کار وړل کېږي اکثرا پېښې چې په نری کې منخ ته راځي دوه حالتونه لري. 


та ڪڪ‎ == 


د لاندې آ زمويښتي پېښو له شرطونو څخه څه دول پایلې په لاس راورلای شئ. 


څو ځلې دوه سکې واچول شي چې سمدلاسه دواړه شہر راشي. 

څو ځلې دوه تاسه واچول شي چې د شمېرو مجموعه بې له 7 څخه کوچنی شي. 

له یوې جعبې څخه څو ځلې د يوي مری(مهره) اخبستل چې د تورو او سپینو مرۍ لرونکي ده. 

له یوې جعبې څخه چې د تورو او سپینو مربو لرونکې ده څو ځلې يوه مرۍ واخېستل شي چې اخبستل شوی 
مرۍ سپینه وي( چې اخبستل شوي مرۍ بيا په جعبه کې واچول شي» 

که چېرې т‏ بربالیتوب له 11 آزمابننت څخه( ОТ > ٨‏ چې ترتیب په کې مهم نه دی دا ټاکنه د څه په نامه 
يادپرري او فورمول یې ولیکی. 

که د т‏ شکلونو د بربالیتوب احتمال د п‏ ازمايښت څخه په Р‏ او п-т‏ شکلونو د ناکامی احتمال د 7 له 
آزمایننت خخه به 4 وښودل شي» نو тэ‏ له کامیابي احتمال د آزمايشت د ۸ له شکلونو خخه به څو وي؟ 
زده‌كوونکي له پنخو خلور خوابه آزمويني له پوښتنو سره مخام خ کېږي. هخوی په ناڅاپه دول پوشتنو ته 
خوابونه ورکوي» فرض کری که د «سم خواب) بربالیتوب په 7 او (ناسم ځواب) نه بربالیتوب Е‏ توری 


وښودل شي په دې صورت کې د هر يوه سم او ناسم خواب احتمال به خومره وي؟ 


له پورتني فعالیت څخه خرگندبري چې د برنولي آزمایښت یو ناڅاپه ازمایښت دی چې کولای شو پایله يې په دوو 


حالتونو بربالیتوب او نابربالیتوب دسته بندي کرو. 
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د برنولي توزیع کولای شو چې په 7 ۰ SPB‏ رھ - اس = P(x =m)‏ په АВ‏ وښيو په داسې حال کې 
چی Р‏ د بربالیتوب احتمال او 4-1-р‏ د نابربالیتوب احتمال دی. 

که چبري بو ازمایسشت п‏ ځلې تکرار کرو یو ترادف په لاس راځي» داسی چ ی که د هر آ زمايښت د بریالیتوب 
احتمال Р‏ او نابربالیتوب احتمال 4 وي» په دې صورت کې د 1 ځلې آزمايښت څخه د 1 ځلې بریالیتوب 
احتمال عبارت دی له: 7 > 71 > 0 РОХ т) -) a‏ 


پورتني اربکه کولای شو چې په دې بول р)‏ ,۸ ,)8 هم وښیو. 
د پورتني فورمول په پام کې نیولو سره کولای شو د دوه جمله‌يي د توزیع اوسط په 12 < 7 او د دوی د توزیع 
٥٦7‏ بنه وشیو. 
مثال: د يوه ناروغ د به کبدو احتمال د شکرې له ناروغی خخه 4 دی که چبري 15 تنه په دې ناروغی اخته 
وي» ددي خومره احتمال شته چې پنخه تنه ښه شي او همدا شان پیداکری چې له 3 خخه تر 4 تنو پورې جوړ شي. 
حل: خرنگه چې وا  .‏ ")0-یو , Р-04‏ دی نو: 

Р(т-5)- Е 4" = با‎ ٢ ٢٢ 


| 
З БЕЗЕ 01024 0.00604001700=200200 
51015 — 5)! 


_ 6 
120 


Р(3<т<4) = 15 олов = (3'°)(0.4)° (0.6) + (4'°)00.4)*0.6)'* 


-0.00006191 


-0.1859 


15 Г 15 
“3(15- 3100. а 410154)! 


х 0 (0.000139264) + تست‎ 0000928512( 


(0.0256)(0.6)" 


2 оо 7 0.3036 


6 
Р(3<т<4) 165 


= 0.063365 + 0 


2 
: 
په يوه كلي کې 200 کورنی اوسېږي که هره کورنی 4 ماشومان ولري ددې احتمال پ پیداکرئ چې هره کورنۍ 

٥‏ حد اقل یو زوی لري. 

٭ يوازي دوه زامن لري. 

ө‏ يوه یا دوي لوڼې ولري. 
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5 اسن د احتمال توزیع 


о نر‎ 


рч |‏ 7ڑ Бтр)‏ )1 
که چبري د برنولي دوه جمله‌يي توزیع فورمول په پام کې ونیسو» Р‏ 


Ае 
2) limb(x,n, р) = Р ایا وبلاي شئ که چبري د برنولي په دوه جملهبي توزیع کې د‎ 
7-00 х! Ба 9: М 
15-67 قیمت صفر ته تقرب وکړي اود 7 3 قیمت لايتناهي ته تقرب‎ 
Зра 1 
гу х! نو د برنولي دوه جمله‌يي توزیع خه سره مساوي کېږي.‎ ЛЭ 


۳ 


و 


-4 ат 
په داسی حال کي کے‎ за ری‎ 0I کے‎ 
1 ٤ Н т! 2 


В т) 89‏ او пр‏ = 2 وي محاسبه کړئ او د پاسنیو توابعو له قیمتونو سره يې پرتله 
کړئ. وبلای شئ چې د کوم فورمول په کار وړل» ساده دی؟ 

د پواسن فورمول کولای شي چې د т‏ شکلونو د کامیاہئ احتمال د 7 آزماینتونو خخه کله چې 7 لوی 
او د کامیابي احتمال Р‏ کوچنی وي. د تقريبي محاسبې لپاره کارول کېږي. 


ес 20 
т! 


دا فورمول عبارت دی له: - P(X =m)‏ 
Тэ‏ 7 = ۸ او 2.71828 = دی۔ 


په یاد ولرئ چې د پواسن په توزیع کې اوسط او هم وریانس له А,‏ سره برابر دی. 
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مثال: 200 تنو مسافرینو ديوي الوتکی ټکټ اخبستلی دی د مخکنیو تجاربو په اساس که د هغه 
مسافرینو چې ټکټ یی رانیولی دی د نه رانگ احتمال 0.01 وي. ددي احتمال چې 3 تنه مسافرین بپرته 
رانه شي خومره دی. 

حل: په دې مسئله کی دنه راتلل» كاميابي ده او همدارنگه لیدل کېږي چې 200 п=‏ دپر لوی او 


1> یعنی د کامیابی احتمال کوچنی دی» نو لرو: 


-2 ат 
Im А = пр= 200۰0.01 - 2 

т. 

1 1 
89 سس ےت 8 2 3 2- 
7.3890461584 )2.71828( ۰.2 )2.71828( 

Р(3) = ۳ 

3! 6 6 

ممورن _1:08268_ 75523 2 


اوس که چبري دا احتمال د دو جمله‌يي په فورمول محاسبه کروءلرو چې: 


я л) ("в р 


п = 200 


Ес Ял وو د‎ 
ОЕА 23 (0.01) (0.099у209-3 


200 
31-197! 


00.01)? 00.099)" = 0.1814 


خرنگه چې لیدل کېږي دوارہ خوابونه سره معادل دي» نو واضح ده چې د پواسن د فورمول له لاري احتمال 


محاسبه ساده ده. 
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بادو نه: 
د پواسن د فورمول په واسطه کولای شو چې په يوه ټاکلي وخت کی د ورتللو د شمبر احتمال په لاندي دول 


وسیو: 


Е 7 0۳ 
Е т! 


Р(Х = т) 
т د ښودل شوی وخت نسبت پر ټول وخت چې اوسط هغې ته ورکرل شوى وي‎ і په پورتني فورمول کې‎ 

د ورتللو شمېر د 1 په واحد وخت کې د 7 د ورتگ شمېر اوسط په واحد د وخ ت کې دی. 
مثال: که په يوه ساعت کې د يوه بانک د مراجعینو شمېر په متوسط دول 60 تنه وي» ددې احتمال چې 


څلور تنه په لومریو دربو دقیق وکې راغلی وي» خومره دی. 


حل: 
222 0 > 7 
0 60 
m =4 eT‏ 
20 
1 
لد تو 4 3- 4 3- т‏ 44- 
(271828) ۵ 0271828 122 2 ۶ 
Р(т-4)- == == =‏ 
71ھ 4 4 т!‏ 
1 
403278 81" 
0.168032 = ۱ 290 
24 24 


3 


کے 


гэн. 


د چاپ د يوه ماشین د جورولو لپاره په يوه کال کې په متوسط دول ورتگ دوہ ځلې сэ‏ فرض کوو چې د 
پواسن توزیع په دې ارہ صدق کوي. 

الف: د ماشین د جورولو لپاره د ورتگ د احتمال توزیع په يوه کال کی حساب کړئ. 

ب: د توزیع اوسط او معياري انحراف خومره دی ؟ 

سی نی ریم هر ماش دس کات 

د: ددي احتمال چې په هر کال کې دیوه ماشین د جورولو مصرف له 300 افغانیو خخه زبات وي» خومره 


دی؟ 


? АК: 


XxX, =50 80ب بد‎ Ж 
لاندینی فعالیت له پورتنیو شکلونو خخه په گټه اخېستنې سره په شفاهي دول بیان کړئ؟‎ 


و 


۰ د الف په شکل کې د 4 او ھ د تصادفي متحول توزیع د خه بول معياري انحراف او اوسط لرونکي 
ده؟ 

ә‏ په شکل کی ) او (7 توزیع د څه دول معياري انحراف او اوسط لرونکی دی؟ 

٥‏ دج په شکل کی د 2 او 7 توزیع د څه دول معياري انحراف اوسط لرونکی دی؟ 

٠‏ د نورمال منحني شکل دوارو خواوو ته ترکوم خایه غزیدلی دی؟ 

د پورتني فعالیت له سرته رسولو خخه داسی پابله په لاس راخي چی: 

د نورمال منحني توزیع کبدای شي چې په خلورو طریقو یو له بل سره توپیر ولري. د نورمال توزیع رياضيکي 

معادله چې د ГО)‏ احتمال توزیع تابع ښودونکی ده» په لاندي دول ښوول کېږي. 


رک اد 
کیہ 1 


کت 


ТОЕ О) او با‎ 


ЈО) = 


په داسی حال کې چې е=2.71828‏ او л‏ هم ابت عدد 3.14189 دی 3 اوسط ۶ معياري 
انحراف × متمادی تصادفي مقدار او ТОО‏ د منحني جگوالی رانيي. 
د نورمالي توزیع له متمادی توزیعگانو څخه ده. د نورمالي توزیع په واسطه کولای شو د اندازه کولو توپیر په 


ښه توگه سره نژدي کر و. 


3 


مثال: د موترونو ماشین د تیلو سوزولو په وخت کې يوه اندازه مضر لوگی توليدوي, د هغه مضر لوگي 
مقدار چې له 46 موټرونو توليدبري د يوه تن په واسطه چې لورنزن نومبده په 1980 کال کې وخبرل 
شو.یوه اندازه لوگی د نایتروجن اوککسایدونه لري. لاندي مستطيل يگراف د نایتروجن اوکساید ميزان د 
С‏ د 46 موټرونو د نورمال احتمال توزیع اوسط او وربانس چې د نوموری کس له خوا تر خبرني 
لاندي نيول شوی. ددي مستطيل يگراف د ستونونو مساحت متناسب دی له هغو 46 نمونبي شمېر له 
انداز‌گيري سره چې ددي ستون د افقي ټکو تر منخ قرار لري. 

د مثال په بول په خلورم ستون کې(چې له 1 خخه تر 1.2 پوري په افقي محور قرار لري د 
0.174 = 0.870-02 مساحت لرونکی دی چې د .2 سا سس کر 9 1 
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Ф 


لاندبنی شکل په پام کی ونیسی د 0,42 او Е‏ یکو موقعیت د معياري انحراف د اوسط له جنسه 


A 


یې ٩‏ وي» ددي احتمال چې دا تصادفي متحول د х‏ او х,‏ تر منخ کمیت غوره کري د انتیگرال په 
بنه بې ولیکی. 


٥‏ سوچ کولای شئ چې د احتمال نورمال توزیع د رياضي شکل انتیگرال محاسبه به ساده کار وي. 


Х-Х 


ё‏ که چېرې د نورمال تصادفي متحول په -2 دول ولیکوء د (:76 د احتمال توزیع تابع له خه 
سره برابره ده ؟ 


٥‏ وبلای شئ چې اوسط او معياري انحراف په لاندي شکل کې له کومو عددونو سره برابر دی؟ 


۰ که په لاندي شکل کې چې د 41- »د او 53 х=‏ قیمتونه په نورمال دول د 50 = اوسط او 


Х-Х 


К: 


ы 
1 
لد‎ 
س‎ 
اج‎ 
1 
Ол 
ېخ‎ 
1 
Ол 
(95) 


له پورتني فعالیت څخه دا پایله په لاس راخي چې د احتمال د محاسبې لپاره داسې چې د × پیوسته 
تصادفی متحول د х,‏ او × تر منخ ی وکمیت ونیسی» و بايد د × د احتمال د توزیع له تابع څخه انتگرال 
ونیسو او د منحنی لاندي سطحه د Х,‏ او ر× فاصلو ترمنخ په لاندي دول محاسبه کرو: 


2 X2 1 Пе 5 
70909 О рзи сн ےم‎ 


1 


- ÎNG, ar 


Хү 


د نورمال توزیع احتمال محاسبه ساده کار نه دی» د نورمال توزی‌گانو د منحني لاندي مساحت محاسبه 
اورردو جدولونو ته ارتیا لري چي عملا دا کار 8 کولای شو چی د جدول د جورولو شکل د 
احصائيوي 1212) د سټنډرډ کولو په واسطه حل ЭД‏ 

په دې معنا چې کولای شو په × پوري اروند تصادفي متحول چې د نورمال توزیم لرونکی دی د لاندي 
اربکی په واسطه سس کرو. -وتے 


205 
دلته 2 د سټنډرډ نورمال متحول په نامه او منحني ته د سټنډرډ نورمال منحني په نامه يا د نورمال احتمال 


5 
منحني نومول کېږي» په یاد ولرئ چې د 2 ستندرد وي» متحول تل د صفر اوسط لرونکی او یو معیار 


انحراف یې دی؛ همدرانگه د نورمال منحني او افقي محور ترمنځ مساحت له ټاکل شوي واحد سره برابر 


9 


لاندي مساحت د يوه منحني يوه برخه د نورمال احتمال چې له احتمال سره مستقیم تناسب لري او کولای 


х-Х ۲‏ 
سو چي د تو بدلولو سره یې په لاندي دول وښیو. 
22 کي- 1 22 
ааа) e 2 dz - | N(z,0,1 dz‏ 
) = 
د | | а‏ = 
۱ 2 رھ 0 21 


د × متحول منحني لاندي مساحت چې د хэх,‏ او رد = × ترمنخ واقع دی د 2 متحول له منحني 
مساحت سره چې د ,2 < 2 او ,2-2 ترمنځ پراته مساوي دي. په پایله کې کولای شو چې د نورمال د 
توزیع سټنډرډ د جدول په لرلو سره د نورمال توزیع احتمال د ناڅاپه متحول د هر ممکنه قیمت لپاره په لاس 
راورای شو. 

د سټنډرډ نورمال د توزیع احتمال د جدول د استعمال له لارې کولای شو په لنډ دول توضیح کرو. هغه 
جدول چې ددې لوست په پای کې راغلی دی» د سټنډرډ نورمال توزیع اړوند په احتمالان وک ېگډون لري. 
لاندې جدول ددې لوست يوه برخه د جدول پای راښيي» هغه ارقام چې د جدول دپاسه لیکل شوی دی» 
راښيي چې 2 د مثبتو مقدارونو لپاره تنظیم شوی دی چې د منحني لاندې مساحت له صفر يکي څخه تر 


2 پورې راښيي. 


0.09 
0.5359 
0.5753 
0.6141 
(0.6517 
0.6879 


0.7224 


0.7852 
0813 
0.8389 
0.8621 
0.8230 
0.9015 
0.9177 
09319 
0.9441 
09545 
0.9633 
0.9706 
0.9767 
0.9817 
0.9557 
0.9890 
(1.9916 
0 9936 
0.905? 
0.9964 
09974 
0.9981 
0.9986 
0.9990 
(2.9993 
01.9995 


0.9997 


0.08 
0.5319 
0.5714 
0.6103 
0.6480 
0.6844 
0.7190 
0.7517 
0.7823 
0.8106 
0.8365 
0.8599 
0.8810 
0.8997 
09162 
09306 
0.9429 
0.9535 
0.9625 
0.9699 
0.9761 
0.9812 
(1.9854 
0.9887 
09913 
09934 
0.9951 
0 9963 
0.9973 
0.9980 
0.9986 
0,9990 
0.9993 
0.2995 


(| 9O00, 


جدول(1) 


0,07 
0.5279 
0.5675 
0.6064 
0.6443 


068058 


0.8790 


0.8980 


0.9292 
0.9418 
0.9525 
09416 
0.9693 
0.9756 
0 9808 
0.9850 
0.9554 
0.9911 
0.9932 
(01.9949 
0.9962 
0.9972 
0 9979 
09085 
0 9989 
0 9992 
0.9995 


0.9996 


006 
0.5239 
0.5636 
0.6026 


0.5406 


0.7764 
0.8051 
0.8315 
0.8554 
0.8770 
0.8962 
0.9131 
0.9278 
0.9406 
0.9515 
0.9608 
(0,9686 
0.9750 
0.9803 
0.9846 
0.9881 
0 9909 
0.9931 
0.9948 
0.9961 
0.9971 
0.9979 
0.9985 
0 9989 
(| 9992 


() 9994 


0 996 


005 
0.5199 
(15596 
0 5987 


0.6368 


0.8289 
0.8531 
0.8749 
0.8944 
0911 < 
0.9265 
09394 
09505 
0 9599 
0.9678 
0.9744 
0.9798 
(0.9842 
0.9878 
01.9906 
(0.9929 
0.9946 
09960 
0 9970) 
0.9978 
09984 
0.9989 
0.9992 
119994 


0.9996 


0.04 
015160 
0.5557 
0.5948 
0.6331 
0.6700 
0.7054 


0 7359 


(3.8925 
0.9099 
0.925] 
0.9382 
0.9495 
(9591 
0.9671 
09738 
0.9793 
0.9838 
0.9875 
0.9904 
0.9927 
(1.9945 
0.9959 
0.9949 
0.9977 
(0.9984 
09988 
0.9992 
0.9994 


0,9996 


0.03 
0.5120 
0.5517 
0.5910 
0.6293 
016664 


07019 


0.7967 
0.8238 
0.8485 
0.8705 
0.8907 
0.9082 
0.9236 
0.9370 
0.9484 
0.9582 
0.9664 
0.9732 
0.9788 
0.9834 
0.9871 
0.9901 
0.9925 
1), 9943 
(19957 
0 65 
|| 9977 
|| ۷۷24 
| 9988 
1 9901 
) 9944 


) 9996 


0.02 
0.5080 
0.5478 
0.5871 
0 6255 
0.6628 
0.6985 
0.7324 


0.7642 


0.8212 
0.846 

0.8686 
0.8888 
0.9066 
0.9222 
0.9457 
0.9474 
)( 9572 
0.9656 
0.9725 
0.9783 
0.9830 
0.9268 
0.9895 
0.9922 
0.9941 
0.9956 
0.9967 
0.9976 
0.9952 
0. 9987 
0.999 

0.9994 


0 99095 


0.01 
0.5040 
0.5438 
0.5832 
0.6217 
0.6591 


0.6950 


0.4065 
0.8869 
1.9049 
0.9207 
0.9345 
0.9462 
0.9564 
0.9649 
0.9719 
0.9778 
0,9826 
0.9864 
0.9896 
0.9920 
0.9940 
0.9955 
0.9966 
0.9975 
0.9952 
0.9987 
0.9991 
0.9593 


0.9995 


Ё سد‎ 


0.00 
0.5000 


0.5398 


0.7257 
0.7580 
0.7881 
0.8159 
0.8413 
0.8643 
0.8849 
0.9032 
0,9192 
0.9332 
0.9452 
0.9554 
(0.9441 
0.9713 
0.9772 
0.9821 
0.9861 
09893 
0.9918 
0.9938 
0.9952 
0.9965 
0.9974 
0.9981 
(9987 
(1.99%) 
0.9993 


09995 


Ослын 
0.04 
џ.1111 
0.1517 
0.1279 


راد 
шиш‏ 
0.375 
Ur‏ 
49 0 
ПЕН‏ 
0.0545 
0020 
0.070 
07 
7 0 
0.057 
U.‏ 
۱1۴ 
0,092۷ 


10,19 
00 
0 809 
١١۸ 7 
0.52000 


0.2190 
2906 
3و0‎ 
6306 
(285122 
نن‎ 
0100 
0.3207 
о л107 
04306 
04179 
С 4535 
04025 
"0 
04761 


С.495: 
о лч» 
0473 
04380 
۳ ۰۱ 
с 4330 
۲4057 
605 
خلالا3‎ 
0 4097 
5 34 
57 
45 
голччо 
3003 


021 
0.0475 
у 1067 
0.1443 
0.1208 
0.2157 
0.2454 
01.1 
02 
نوز‎ 


0118 
0.4525 
J.L 
0603 
046 


011891 
0146 
0.4553 
NAT 
0 0 


010 
0.4515 
0.4008 
0666 
0.4752 
OARS 
0.4805 
6.1 
0.1219 
0.43231 
0.4902 
0.191 
0.4971 
0.4979 
0101, 
0,435? 
01007 
0:4 
0.493 
0.4997 
انت‎ 
1993 
0.4999 
плччу 
0.5000 


0.01 
ПЕТЕ 
0.4 
01, 
05 
0 ۹ 
0.0205 
09 
п.п й 
0.2744 
nê 
0.27 
لا ,لا‎ 
006 
اوه(‎ 
0.6 
11.3611 
0.0 
0.2573 
(0 1 
14343 
0.0007 
04 
10.0 
007 
0٦1٤ 
00 
09 
00٦ 
0 0 


51:101 
007 
081 
01331 
01700 
02054 
92393 
۱.31 
02330 
021204 
олАМ 
2ء0‎ 
0.2325 
0 
0.4251 
оля» 
0.4335 
0.4231 
001 
04738 
0003 
0.4230 
03447 
014 
6027 
0.4145 
111954 
048۹ 
0.4377 
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۱۸,4۸5 
0.527 
0.4992 
11.00 
0.5022 


U. yu 
007 
10.1011 
003 
0. 


0.11 
u, imu 
0+007 
u. 
0.6 
0٤ 
0.2424 
مسا‎ 
1 
0.2732 


0.243 
0407+ 
0.68 
0.2977 
"гэн 


۳۱ 
0.0476 
сана. 
0.1255 
0.1628 
0.1905 
0.27329 
0.7 
0.2979 
0.7212 
0 1 
VU ما‎ 
08 
U بابلا‎ 
0.42227 


с.4941 
пула, 
0.4267 
0.4976 
0 ۳٣ 
7 
0.4191 
3 
ی‎ 
99 
U 
0.4199 
0.4592 
|| 
0.5000 


эмэ 


Эгч» 


RE? 
э 10лУ 


04107 


аллаа 
2.4463 
2.4509 


AAR? 


2.4719 


م.د 
3191 
34066 
2.4975 
MANA‏ 
235417 
2.4091 
24295 
دود 


242907 


A Ali 
1.4992 
2.4999 
ار‎ 
2.5000 


спи 
05 
مه‎ 
01179 
01554 


0:13 
0 
03849 
ء010‎ 
0.4197 
UA 
0.4452 
04504 
01 
04715 


04925 
олчу 
رت‎ 
04972 
017 
9 
07 
0.4295 
OM 
0007 
01905 
0 5مم‎ 
04922 
плччу 
03002 


د مثال په دول که چبري 1.56 = وي لومری هغه سطر پیداکرئ چې په هغه کې 2 د 1.5 معادل دی که 

دی له 0.9406 عدد سره مخامخ کہرو چې د منحني د لاندي اروندي سطحې له 2-0 خخه تر 
26 پوري دی» نو لیکلای شو چي: ‏ 0.9406 = (1.56> 2 > ۶)0 

لومری مثال: د څښلوزنوشابې) د بوتلونو د ډکولو دستگاه داسې تنظیم شوي ده که 952 ملي‌لیتر نوشابه 

په بوتل کې واچوي ددي نوشابي ميزان چې د نورمال توزیع اوسط ہی 952 ملي‌لیتره او معياري انحراف یې 
4 ملي‌لیتره دی. ددې احتمال چې بوتل د 2 او 956 ملي‌لیترو ترمنخ نوشابه ولري» خومره دی. 

Р‏ لومری 2 د × له جنسه پیدا کوو: 

"0 ۹ ۹ ۵ 
5 4 4 
956-952 4 

2, = = — = 
4 4 

نو پر دې اساس د × د تعریف ناحیه له 952 خخه تر 956 د 2 تعريف د ناحبی له صفر خخه تر 1 بدلبري. 

د لوست د پېل له جدول(2) څخه په گټه اخبستني سره لرو 0.3413 = (1> 2 > 2)0 احتمال داسی دی 

چې هغه بوتل چې له 952 خخه تر 956 ملي‌لیترو نوشابه ولري» یا په بل عبارت 34.13 فیصدہ ډک 

شوي بوتلونه له 952 څخه تر 956 ملی‌لیتره نوشابه لري؛ بعنی: 


0 


1 


حا 7 
Р(05:41)-Р(2,)-Р(2)‏ -2 
٥‏ 03413 7 
03413-0 - هم مر 
0.3413- 6 سن 722 


دویم مثال: په يوه خاص مضمون کې د زده‌کوونکو د نمبرو د نورمال توزیع اوسط 70 او معياري 


ЭС 


انحراف یې 8 دی له نورمال سټنډرډ جدول څخه په گټه اخبستني سره له 4 څخه تر 84 نمبرو ترمنخ 
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فيصدي پیدا کری. 


حل: د مسألې حل په لاندي دول په ترسيمي بڼه ښودل شوی دی. 
54-70 
== 8 د 2 
84-0 _ 


د 54 х=‏ لپاره لرو: 2- 


د 84 = × لپاره لرو: 5 - 


22 
نو له نورمال سټنډرډ جدول(2) څخه لرو: 
72ھ (2 > ء > ۶)0 > (0 > 2 > 2- )۶ 
0.9599 =)1.75< ء > ۶)0 
د ټاکل شوي مساحت د پام وړ احتمال دی. 
Р(0<2 <1.75) = 0.4772 + 0.4599‏ +(0> 2 >2-)م 


-0.9371 
ا‎ 
22 
تج‎ 
Ё : ۷ 
22 == ٢ 
21777777 ни 
چوک‎ 54 
205552) 0 1 5) 


د لومړی مثال په پام کې نیولو سره محاسبه کړئ چې د بوتلونو خو فیصده له 948 خخه تر 956 ملي ليټرو 
پوري نوشابه لري. 


نمونه اخبستل 
په دې متل کې((موټی د خروارو نمونه ده)) څرنگه 


N  هعماج‎ ә n=? 


۷ 
ўа. 
УЛ Ч ۳ 


٥‏ که چبري وغواری چې د افغانستان د 12 تولگي د زدهکوونکو ونې(قد) اندازه کړئ ددي کار لپاره خه دول 
لاري وراندی زکوئ. 

٭ نمونه په دوو بولون و وبشل کبري» ساده نمونه او ناخایه نمونه» تاسې ددي نمون وکومی يوې ته 
غوره‌والی وركوي؟ ولې؟ 

۰ د نمونه گیری لپاره ښکاره خپل دلایل شته آیا کولای شئ یو یا دوه دلیلونه يې ووایی. 

ә‏ سوچ کولای شي چې د اوسط او معياري انحراف عددي خانگرنی چې د ټولنې د توزیع او د نموني د توزیع 
لپاره ورڅخ هگټه اخہستل کېږي. یو شان وي. 

*_آیاد نمون‌گيري او لیدل شویو ناڅاپه متحولینو د مقدارونو ترمنخ توپیر شته؟ 

له پورتني فعالیت خخه پوهپرو چې د نمونه اخبستني بېلې بېلې لاري شته دی. 

_ ناڅاپه نمونه اخبستنه: د ټولنې ټول عناصر په ټاکل کبد و کې هم چانس دی. 

_ سیستمانیک نمونه اخبستنه: د ټولنې عناصر په منظم جول کود وهل شوی دی. 

_ طبقه‌يي نمونه اخبستنه: ټولنه په بېلابېلو متجانسو دلو وبشل شوى وي. 

_ خوشهيي نمونه اخبستنه: که АД‏ ډېره لوبه وي» هغه په ببلایبلو خانگو وپشو او له هرې خانگي څخه يوه نمونه ټاکو. 

_ د هرې ټولنې عددي خانگرني(اوسط معياري انحراف ته د ټولنې پارامتر وايي. 

_ د هرې ټولنې د عددي نمونه‌گيري خانگرني(اوسط معیار انحراف) ته آماره وايي. 

_ د نمونې АД‏ د مشاهدې د مقدارونو په عنوان د ناڅاپه متحولینو په بڼه په پام کې نیسو. 


-۵ پر وه..وو۲ و رد ناڅاپه متحولونو يوه ناڅاپه نمونه د Х‏ تصادفی متحول وبل کېږي. 


С 


که چبري تابع یې په دې ډول تعربف شوی وي. 
(ند) J (X1 %25.9 ( = РО) РО)...‏ 
مثال: فرض کوو چې په يوه قطی کې 5 سپینی او 7 تور يگلولي وي» د قطی له منخ څخه 5 گلولې يوه بوه 
خای په خای کول(د يوه عنصر دویم ځل ټاکل مجاز ټاکو. 
د ټاکل شوی ناخاپه نموني تصادفي متحولین په ژبه بیان کړئ او ارونده توزیع یې پیداکرئ. 
оор‏ ۶۱ ۷ ناخاپه متحولونه په پام کې ونیسی په لومری پرا و کې د х,‏ ناڅاپه متحول لپاره د 
صفر عدد د تور ېگلولې لپارہ او د (1) عدد د سپینې گلولې د ټاکلو په لومری پراو کی خانته غوره کری او د 
Я‏ متحول هم د صفر عدد د تورې گلولې لپاره اود (1) عدد د سپیني گلولي د ټاکلو لپاره په دویم پراو کی 
خانته غوره کړي په همدي 4р‏ د Ху‏ حاپه متحول په دویم پراو کي هم د صفر عدد د تورې گلولې لپاره ټاکو 
چې په دې پراو کي (1) عدد سپین هگلوله خانته غوره کوي» په دې حالت کی د در وند او ود ناخاپي 
متحولونه د برنولي ناخاپه متحولین دي. > شو له پارامتر او د 1,2,3 - #مقدارونو خخه لرو: 
Ээ Se‏ 
тоо‏ 
خرنگه چې نمونه اخبستن ناڅاپه ده» نو د , ود او ود ناڅاپه متحولین یو له بل څخه ببل دي» نو تابع 
یې عبارت دی له: 
йг гт тг.)‏ 


په یاد ولرئ چې د عناصرو هره ناڅاپه نمونې له مجهول پارامترونو سره ترلي نه دي» هغې ته آماره وايي. 


4 


شمبر چې په لاس راخي خومره ده؟ 
2 ساده او ناخایه نمونی سره له مثاله بیان کری ؟ 


бо 


فر ضکوو چې له يوي ټولنې خخه مو ناخاپه نمونه رانيولي ده خه فک کوئ چې له ددې نموني سره به 


څه وکرو؟ 
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۵ نمونی د اوسط توزیع 


دولت غواري وپوهبري چې دیوه ښار د وگرو متوسطه п‏ 
گټه(سپما) څومره ده؟ آ لد 
ددي کار لپاره ناخاپه نمونه ټاکي او د نمونې اوسط محاسبه کوي. 9- 1-1 
اوس بايد ددې محاسبه شوي مقدار خخه کوم کمیت تخمین کړئ؟ п‏ 


ө‏ لاندي 0813 د دريو زده‌کوونکو د ورزشي لوبو د نمبرو پایله راشيي: 


۰ د نمبرو د احتمال توزیع بې ولیکی. 

٥‏ د زده‌کوونکو د نمبرو اوسط او معياري انحراف حساب کری. 

٥‏ راکړل شوی نمبري د مرتبو جورو په مرسته(ممکنې دوه گوني نموني د خای په نیولو» ارایه او د 
هرې نمونی اوسط د جدول په بڼه ونیی. 

۰ د نمونو د اوسط د احتمال توزیع جدول(د × دکثرت د تو زیع جدول ولیکی. 

۰ د > دکثرت توزیع جدول مستطيليگراف رسم کړئ. 

۰ د اوسط د × متحول د زده‌کوونکو د نمبرو له اوسط سره پرتله کری. 


(0 


“Вэ эж SEE‏ احتمال تابع ناخاپه نمونه وي» په دې صورت کې د ناخاپه نمونی 


احتمال توزیع عبارت دی له: 
Х, Х,‏ ۳3 23 
1 
I ٢۷۲8#‏ 
11 
د 7 متحول اوسط и‏ < ( ,اط 
1 
د Х,‏ متحول وربانس» 6و - خر 3۱ 
11 
کے رم سوک 
7 2-1 71-1 
د نمونەبی وربانس اوسط» 8= E(S”)‏ 


په داسې حال کې چې ,× و Х,‏ نمونه‌يي اوسط ۸ د ټولنې اوسط 67 د ټولنې وربانس "6 د 
نمونې وربانس دی. 
مثال: د لاندې ټولنې» ټولې دوه گونې ممکنه ناڅاپه نمونې د خای په خای کولو سره اکو: 

3 ۱ ر 00-1 
الف: د د احتمال توزیع ولیکئ. 
ب: د ټولنې اوسط او وربانس حساب کړئ. 


ج: د 7 د توزیع جدول تشکیل او مستطيل يگراف يې رسم کړي. 
Е(х) 4‏ او (х)‏ حساب کړئ. 


حل: 


1 
الف: 1 1 1 
3 
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и-ЕО)-Ух/0)-104243)-2 


3 
28- )042243 ید = Бо?)‏ 
Х-1‏ 
= ٢ه‏ ور 
ج: د لاندې جدول ټولې دوهگونې ممکنو نمونو د ای نیولء د هر يوه اوسط راښيي: 
GD GEF)‏ (2,3) )2,2( (2,1) )1,3( )1,2( ).1| 2 
لل 25 2 15 ہا ہت 


د 1۲ د توزیع دکثرت جدول په لاندي دول ښودل کېږي: 


2 ۶)۶ 3 
1-1 21 
х‏ 
و و و 9 )79 
د ٢‏ مت مستطیليگراف په لاندې ډول رسمېږي: 
ESN х‏ 
ك 
18: 1 21 2 1 
وہ ص ہز جک دو 2۰-1 و ورو اښ ا[ کر( 1 ۸ Е(х)=‏ = 
,7 و О‏ 
13 1 2 3 2 1 
< کہ جوف 51 کہ کو وک تق اوت اک( )ر 3 Е(х)= У‏ 
ЕХО о нг‏ 


8, = (х) = Е(ХЭ)-(Е(ху) -2-4 -1 
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Е(х)-Е(х)-2 


1. فر ضکوو چې يوه ټولنه د 6,4,2 او 8 څلورو عددونو څخه جوره شوي وي» په دې صورت کې 
توزیع» اوسط او وریانس ددي ټولنې محاسبه او وروسته له دې ټولنې خخه دوه گونې ناخابه نمونه د 
خای په نیولو سره وټاکئ او د نموني توزیع اوسط يعني Х‏ په لاس راوری. د کثرت څو ضلع ي گراف 
یې رسم کړئ» د 37 اوسط او وربانس حساب کړي. 


(үе 


د مرکزي لېمیټ قضیه 

پوهېږو چې د ټولنې کمیت ته د ټولنې پارامتر او د نمونې 

کمیت ته نمونه د يي اوسط ويل کېږي د پک او ٣‏ دنمونو Х-н‏ 

احصائیه د کوم پارامتر په ارہ اطلاعات زموږ په اختیا کي !- lim геи;‏ 


5 М-п 
27058) шиг 
дунд د ټولنې د‎ шон N-1 


Сураад‏ 11 د نمونه عناصرو شمبر او 5 2 ہہ" 


٥‏ که د لوبی ټولنې حجم 2 وي» د کوچنی ټولنې حجم په 


حجم له کوچنی ټولنې سره برابر شي؟ 
х ө‏ ۰۰ وا رلا نورمال توزیع یو له بل څخه Је‏ وي آیا د هغوی د ج جمع حاصل د نورمال توزیع لرونکی 
ده؟ 
А +8 24: Е‏ 5 2 
٩‏ که ...., ر٨‏ × ناڅاپه خانگري متحولونه په یو شان توزیع شوي وي او د Ш‏ اوسط لرونکی وي او С‏ 
وربانس وي وبلای شو چې د ...۳ و + × = ,5 د توزیع وربانس او اوسط خو دی؟ 
Я‏ 2 20 7 
که چپري М‏ ديوي لوبی ټولنې اوسط 7 متناهي اوسط او 6 متناهي وریانس لرونکی يوه ناخابه ۸ گونه نمونه 
6° 2 
وټاکو» په دې صورت کې د نمونې اوسط یعنی ۲ د تقریبې نورمال توزیع د ۸۸ = چا اوسط а‏ 07 وربانس 


0800(1 ےر 
دی او س = 2 ناڅاپه متحول د نورمال سټنډرډ توزیع دی. په دا سې حالکی چې سم ضریب د ۷ د 


n 
(1) لوبو قیمتونو لپاره (1) ته نژدی کېږي. په حقیقت کې يې لېمیټ هغه وخت چې مه ج 7 وکری برابر له‎ 


سره دی. 
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مثال: له يوه لوی تولگي څخه چې د زدەکوونکو د رباضي مضمون نمبرو نورماله توزیع د 71 اوسط او معياري 
انحراف ہی 9 دی. یوہ 9 تابې نمونه تاکوں ددي احتمال چې ددي نموني د نمبرو اوسط له 80 خخه زیات وي 
حساب کری. همدارنگه که چبري په تصادفي ډول یو زدەکوونکی وټاکو» په دې صورت کې احتمال ددي چې 
نمبري یی له 80 خخه زياتي وي» محاسبه کری. 


حل: څرنگه چې 7 د نورمال توزیع د Ш‏ په اوسط او معياري انحراف لرونکی دی نولرو: 

Р(2> 80) = Р(2= مہ ے‎ > ٢ = ۶) < 3( 

n Nn 
و23‎ )2( > 3 1 0.9987 = 0.0013 
لپاره لرو:‎ п-1 همدارنگه د‎ 
>7 ک٣‎ 
6 

-1-Р(2)51-1-038413-0.1587 


P(z = = Р(2>1)‏ = )80 > ج)ط 


پاملرنہ: 


P(z) 5‏ هت له )2( جدول خخه په لاس راورو. 
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Ф 
او معياري‎ и = 25007 د هغو جعبو وزن چې د يوه ماشین په واسطه تړل کېږي» د نورمال توزیع اوسط يې‎ 1 


انحراف یې 7 - 6 وي مطلوب دی د ААА‏ احتمال محاسبه چې د ناخاپه نموني د اوسط وزن 6 7 تايي 


د جعب وکوچنی له 24027 وي. 


1 of 


د نمونه‌يي توزیع نست 
)5 4 په یوه ر کې п‏ کسان غواړي د 5ک د 
راشي او × د موافق و کسانو شمېر وښيئ » ددي کسانو 
نسبی کثرت مساوي په خه دي. 


ХО‏ 7م ИЙ‏ ا 
که چبري цан = х=пР‏ وي د Ее Х‏ ولیکی. 
Е т ۰‏ په فورمول کې که د Х‏ تصادفي متحول د 71 ناڅاپه متحولینو د 2273 ...و و6 و ٨‏ له مجموع خخه 
تشکیل شوی وي» Р‏ د نمونی اوسط سره خه اربکه لري؟ 
که چپري ‏ ناخاپه متحول» П‏ برنولی د آزماینتنو مجموعه. Р‏ د هر آزمایښت بریالیتوب احتمال وي» په 
دې صورت کې Р‏ د نمونی د نسبت آماره Е(х)-пр‏ اوسط У(х)-прад‏ د × ناڅاپه متحول وریانس 
وي. د دوه جمله‌يي د توزیع په پاملرني سره د Р‏ توزیع په دې فورمول سره کولای شو 
CT p"”)1- р)" О.‏ 
7 ناڅاپه متحولینو اوسط (Ехресгей Гаіие)‏ او وربانس په لاندي صورت لیکلای شو: 


„= Е(Р)=Р 


82 - 7 )( ے‎ ра _ р-р) 
11 


р-р‏ ے 08 "20 ۓے 


د نورمال سټنډرډ توزیع یی عبارت دی له: 
Гара 2 +С‏ 
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مثال: د کالیو د ښه والی احتمال 0.3 - 7 دی. بوه ساده ناڅاپه نمونه 6 گونه ټاکو. که چېرې × د ناقصو 
کالیو نودونکی وي» 0 او Р‏ احتمال توزیع وليکئ. 
Р‏ د Х‏ نا حاپه متحول د دوه جمله‌يي توزیع د 3 - ] او 6 7 پارامترونه وي. 

РЕВ ۷٦ ЕТА 
د دوه جمله‌يي توزیع جدول څخه په گنه اخبستني سره لاندي احتمالونه محاسبه او د توزیع د جدول احتمال ہی‎ 


لیکو 


Xx 0 1 2 3 4 5 6 
J (x) | 0.1176 0.3025 0.3241 0.1852 0.0595 0.0102 7 


٢ ٣٥‏ یل اا فیمون يني 
P(P - (( > P(X - 0 676‏ 
P(P =) - P(X =) -5‏ 
او پاتی نور په مشابه دول محاسبه کېږي» پام وکړئ چی: 


۲) 2) 250223 


(21 


اود طط د احتمال توزیع عبارت دی: 


Р 0 1.6 2.6 3.6 5.6 1 


ТОР) ۱0.1176 0.3025 0.3241 5 0.0102 0.0007 


85 3 
Р(Р < 0.6) = Р(х <3.6) = Р(х <3)= У В(х,6,0,3)-0.9294  .9ی‎ "٥ 


х-0 


Р(Р > 0.27( = Р(х > 1.62( = Р(х > 3)= 0.1176 + 0.3025 = 0.4201 وبا‎ 


: 
1 ددې احتمال چې د يوه تن СӨТЕ‏ فرم په پوره ډول پرته له غلطی(تېروتنې) څخه دک کی 
ЭЕ (57‏ وي» يوه نمونه د 200 = گونه د استخدام ډک شوي فارمونه مو تاکلی وي. 


_ ددي احتمال محاسبه کړئ چې Р‏ د 00.05 + داخلي فاصله کی د ټولنې له بنسټ څخه ولوپري. 


Гаї 
د 0.6 خخه زيات وي.‎ Р ددي احتمال محاسبه کړي چې‎ _ 
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ийн‏ مهم ټکي 


ناڅاپه متحول هغه اصطلاح ده چې د يوي تابع په عنوان په احصائیه او احتمالات و کې تر ېگټه اخبستل کېږي. 

د يوه غير متمادی ناغاپه متحول د احتمال تابع هغه تابع ده چې د تعریف ناحیه یې هغه عددونه دي چې ناڅاپه 
متحول کولای شي هغه غوره کړي او د قیمتونو له ناحیی سره د تعریف د ناحیی د عناصرو ارونده احتمالونه 
گډون لري. 

د تجمعي احتمال تابع هغه تابع ده چې د تعریف ناحیه کې يې هغه عددون هگډون ولري چې د х‏ 4444 
متحول یې خانته غوره کوي او د قیمتونو ناحیه یې د (х)‏ 7 ټول تصویرونه موجود دي. 

د يوه متمادي متحول د احتمال تابع هغه تابع ده چې د تعریف ناحیه یې د × ټول متمادي مقدارونه غوره كري 
او دقیمتونو ناحیه یې Р(х)‏ ټول تصویرونه وي. 

د × غیر متمادي ناڅاپه متحول اوسط ۷۵16 120660160 او وربانس په وار سره عبارت دي له: 


کر ےت 


уо) - 5* << 4 ؤ‎ О) 


د برنولي توزیع» P(X = т) ١" )1- Р)"‏ 
د دوه جمله‌يي توزیع» РОХ -т)-(7, Р" СА‏ 
د دوه جمله‌يي توزیع اوسط او معياري انحراف عبارت له: ра‏ 9-4 5 277 1 
د پواسن د احتمال توزیع يوه غيرمتمادي احتمال توزیع ده چې فورمول یې عبارت دی له: 
ат‏ 4- 
2 
Р(х-т)-2‏ 
т!‏ 


که ۸۷ له یوې نورمالی جامعي څخه د п‏ خلي(تابي) ناڅاپه نمونه وټاکو د × د نمونه‌یی اوسط آماره د 


Е х-и 23 +0‏ 
نورمال توزیع لرونکی له Ш‏ = ریم اوسط سره او 2-7 او О а.‏ ظا 2و رد 


n 


ده. 
نورماله توزیع: د نورمال توزیع شکل له زنگولی سره مشابه او متناظر دی» په نورمال توزیع کې مرکزي 
شاخصونه یو له بل سره برابر دي او د پیوسته نا حاپه متحولونو د ناحیی تعربف محدود دی چې د احتمال توزیع 


1 еу 
(2 عارت ده له: 209 مس‎ 
يې دار د 57 (د) ر‎ 


چې لا د ټولنې اوسط او ۵ د تولنی معياري انحراف دی. 
® د  )×(‏ تابع د منحني لاندې مساحت د محاسبې لپاره د » او Ь‏ په فاصل وکې کولای شو له دې انتیگرال 
و یرد 1 А А‏ 
خخه گنه واخلو: [года e28‏ - زط >×> ۶ 
2۴, : 
۰ که چبري х‏ د دوه جملەیي توزیع د 11 شمبرد برنولي پر له پسې ازمایښتونه» Р‏ دکامیابی احتمال او 
4-1-р‏ د هر ازمایښت د نابربالیتوب احتمال وي» په دې صورت کی د احصائیی د اوسط نمونه او د × 


(8) 


V(x)=npq ار‎ E(x)=np , ۳ ۰ء۹٦۹‎ ЕНЕ 
п 


۶ 
همدارنگه د دوه جملەیي توزیع اوسطء وربانس او د سټنډرډ توزیع او Р‏ ناڅاپه متحول په ترتیب سره عبارت 


دی له: 
ان ۳ ]- ۶۵ 1 Е(Р)-Р‏ 
ИР‏ 
Еи‏ 
Ши Ч‏ 
11 
پر : 
© ددې = = اړیکې په واسطه کولای شو چې هره احصانيوي مجموعه د نورمال توزیع لرونکی 
وي هغه په سټنډرډ نورمال بدل کرو. 


٭ نمونه په دوو برخو وېشل کېږي» ساده نمونه او ناڅاپه نمونه. 
٥‏ د نمونەگیری طريقي په عمومي دول عبارت دي له: ناڅاپه نمونه‌گیري» منظمه نمونه‌گیري» گروپي 
نمونه‌گيري» خوشهبي نمونه‌گيري. 
٥‏ د د نمونې ناڅاپه متحولینو اروند تابع په دې صورت تعريفبري. 
OT I А. “0/0‏ 
۵ که چېرې 7 د ټولنې يوه ناڅاپه نمونه د (7)0 د احتمال تابع په لرلو سره وي ۸ = (,2)۲ اوسط 


1 با 
Е)‏ = ( )1 د اوسط وربانس 67 د ټولنې وربانس او 9 ته د نمونو وربانس وابي. 
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د څپرکي پو ښتنې 

Р‏ دوه سکې څلور ځلې پورته واچوئ او د خط راتللو شمبر په پام کې ونیسی: 

٥‏ ناڅاپه متحولونه د تابع په بڼه ونیی. 

٥‏ دهر ځل د پورته اچونې احتمال نمونه‌يي فضا سره نسبت ورکړئ. 

۰ د تابع د تجمعي او مجزا احتمال ولیکی. 

. که چېرې ديوي جوري بوټونو د نقيصي احتمال 0.1 = ۶ وي د ناقصو بوټونو اوسط او معياري انحراف په 

يوه نمونه کې 400 = 7 جورو بوتونو پیدا کری. 

د يوه شرکت په گدام کې 500 پابی کمپیوترونه شته چې د هغې له جملې خخه يې 50 نقص لري» یو 

اخبستونکی له هغې خخه 10 پابی کمپیوترونه اخلي» ددي احتمال خومره دی چې هغه 8 پابی جور 

اخبستی وي؟ 

لاندي اطلاعات چې اوسط او معياري انحراف د دوو پارامترونو په اروند دی د نورمال توزیع د رسمولو لپاره 

تر ې گټه واخلئ. لومری یو افقي محور رسم کړئ او د ٢ ту:‏ روو اک 

پرې وټاکئ وروسته یو یکی د ۸ اختياري جگوالي په اندازه د Х‏ پاسه په پام کې ونیسی او 5 +7 له پاسه 

یو ټکی د 0.67 په جگوالي وناکی» يعني یو ټکی چې مختصات بې (8,0.6۸ + )٨‏ وي» څرنگه چې د 

نورمال منحني متناظر دی» هم دا عمل په خانگري توگه په - 1 هم سرته ورسوئ. اوس د 

58 , ۴-28 دپاسه دوه ټکې د ۸ او 0.157 په جگوالي په پام کې ونیسئ: پام وکری چې د 

نورمال منحني د دقیق رسمولو لپاره د 0.6067 او 0.1354۸ په خای له 0.6۸ او 0.15۸ څخه 

گټه واخلئ. په پابله کې دا ټکي د يوه منحني په واسطه وصل او ووایئ چې دا منحني په کومو فاصلو 

کې محدب او په کومو فاصل وکې مقعره ده. 

۱ په يوه روغتون يوه څېړنه راښيي چې د مراجعینو شمبر د شنبې په бээ‏ وروسته له وخت څخه د 6 او8 

ترمنخ 5 تنه دی. فرض کړئ چې د پواسن د احتمال توزیع په دې حالت کی صدق و т‏ 

٠‏ د روغتون د مراجعینو د احتمال توزیع د دوشنبې له ورځې» وروسته له وخت خخه د 6 او 8 ساعتونو 
تر منخ پیدا اوگراف بې رسم کړئ؟ آیا دا توزیع خمہدہ ده؟ 

٠‏ ددي توزیع د اوسط او معياري انحراف مقدار په لاس راوری. 

۰ آیا دا ممکنه ده چې د دوشنبې په ورخ وروسته له وخت خخه د 6 او 8 ساعتونو ترمنخ به له 7 تنو 
څخه زبات روغتون ته مراجعه کړي وي؟ ولې؟ 


1 
فرض کوو چې د يوه کتاب د يوه مخ د تبروتنو شمېر د پواسن د توزیع با еи‏ 


9 


محاسبی احتمال یی مطلوب دی داسی چی: 


٤ى‏ اص 
9 دقيقا 5 تایپي تېروتنې په هغه مخ کې دي. 
۰ د 3 او 6 ترمنخ تایپي تیروتنی په هغه کې وي. 
7 فرض کوو چې د هغه پستون قطر چې د يوه اتوماتيکي ماشین په واسطه جورپرري په نورمال یا اوسط ډول 25 
ملي متر او معياري انحراف يې 0.5 ملي متره توزیع شوی وي. 
۰ کله چې د پستون قطر د 72 2 ار 2359 ترمنخ وي احتمال یې خومره دی. 
٥‏ دپستونون وکوم نسبت د 25 ملي قطر لرونکی او له هغې څخه کم دی. 
۰ که چبري 1000 پستونه جوړ شي» له هغوی خخه خو داني ددي وړ دی چې 24.07 ملي مترو خخه 
کم قطر ولري. 


٥‏ دتولید شویو پستونونو خو فیصده د 24.56 ملی متره معادل قطر یا له هغه خخه زیات لري. 


8 که چہری ,2۲ , و۲ ,..., ٨,‏ د ‏ ناڅاپه متحول он‏ تصادفی نمونه وي ايا د ۳د E‏ 


2 ٠22001 
تابع آمارہ دی.‎ хэ او‎ 1 2 
Х, 
14 3х - م2‎ – 2 
که چبری ند بو ناڅابه متحول او د ۸۶ او ۵ بارامترونه وی آبا د 5 1 4( )ا ۳ او‎ 9 
7 5 ۸ + 5 1 1 مر‎ 


X FX; > (U‏ توابع او 8 مجھول وي آیا پورتنیو تابعگانو ته احصائيه وہلی شو؟ 

0. ټولنه د برق په خلورو ډل وک ېگډون لري» که د عمرونو اوردوالی يې د ساعتونو په حساب سره عبارت له 
8 104 112 103 دي يوه ډله ناڅاپه ټاکۍ فرض کوو چې د ٭ ناڅاپه متحول ټاکل شوی د دلو 
70+" 
е‏ د × د احتمال توزیع ولیکئ. 

Е(х) 9‏ او И(х)‏ محاسبه کری. 

1. دیوه ښار د وگړو دگڼې اندازه چې د غیرنورسال توزیع 90 = ۸ افغانی اوسط او د 25 افغانی معياري 
انحراف سره دی که چېرې د 2 دگټې مجموعه له 2100 افغانیو څخه زبانه 
وي» احتمال یی خومره دی؟ 

12 پوهبرو چې 46 وگري د 4 نوماند طرف دار цах‏ څومره ددي احتمال شته چې 50 = 71 دوه‌گوني يوه 
نمونه کی حداقل 607۵ وگري د 4 نوماند طرفدار وي. 

3. په 12 مثال کی که چبري 0.4 < ۲ وي» یعنی ددي احتمال چې یو وگری د 4 کاندید طرفدار وي 
60.4« يوه 200 = #گونه نمونه وټاکو» نو څومره ددې احتمال شته چې لااقل 0 وگړي د 4 کاندید 
طرفدار وي. 
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اتم څپ رکی 
احتمالات 
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بېلې شويرغیرمتمادي) او ننتيمتمادي) فضا گاني 
په مخامخ شکلون وکې د لومري او دویم نل څخه په وار 
سره اوبه په خمکه توييرري وبلای شئ چې له دې نلونو 
څخه په خمکه د اوبو د څاڅکو د تویبدو توپیر په څه کې 


دی؟ 


Е аЗ 
РАЙ 
دیو رمل په اچولو سره وبلای شي چې د نمونه يي فضا ټولې ممکنې پابلې کومي دي؟‎ ٥ 
آیا له ونې څخه د يوي پخې مڼې د لوبدلو د وخت وراندوبنه کولای شئ چې وروسته له څو انیو دقیقو او يا‎ ۰ 
ساعتونو خخه پر خمکه ولوېږي؟‎ 
نظر وخت ته د مڼې د لوبدلو نمونه بې فضا وليکي.‎ ۰ 
د رمل دانې د اچولو تجربې نمونه یې فضا د عناصرو شمپر او له ونې څخه د مڼې د لوہدلو وخت څنگه پرتله‎ ۰ 
کولای شي.‎ 
د پورتني فعالیت له سرته رسولو خخه لاندي پایله په لاس راخي:‎ 
ديوي ناڅاپه تجربې نمونه یې فضا عبارت له هغه ټاکلي او يا نا ټاکلي سټ یا مجموعي خخه ده چې خيني‎ 
عناصریی د شمبر وړ او خيني بې د شمبر ور نه وي.‎ 
هغه نمونه بې فضگاني چې عناصر بې د شمپر(0011012010) او تشخیص ور وي د غيرمتمادي نمونه يې فضا په‎ 
نامه یادېږي او هغه نمونه يي فضاگانې چې عناصر يې د شمبر ور نه وي د نښتې(متصلې) یا متمادي نمونه یې فضا په‎ 
نامه یادېږي.‎ 
لومری مثال: له لاندي نمونه بې فضا گانو څخه کومه يوه ننتی(متمادی) او کومه بوه غیرمتمادی دہ.‎ 
الف: د دوو رمل دانو اچول‎ 
ب: د 8 او 12 ترمنځ د يوه حقيقي عدد ټاکل.‎ 
ج: له 30 زده کوونکو څخه د 3 تنو ټ‎ 


@ 


2 ے ۹ 
د: د يوي کرې د حرارت د يوي درجې لورپدل د 100 درجو د سانتي گربه خخه تر 1000 درجود سانتي گربد 


هھ : د "30 او 45 زاویوترمنخ يوه )445454 


حل: خرنگه چې (الف او ج) نمونه‌يي فضاگاني د محدودو غرو له شمبر خخه جوري شوې» نو غيرمتمادي فضا 


ولې (ب» د او СА‏ له نامحدود حقيقي عددونو خخه تشکیل(جور) چې د شمبر وړ نه دي» نو نښتی یا متمادی 
فضاگانی دي. 


دویم مثال: خیبر د کور دگلانو د اوبولو لپاره یو واټریمپ اخیستی دی. 


که چبري د واتریمپ عمرد ساعت له مخې په پام کې ونیسو؛ په دې حالت کې د واتریمپ د عمر د اوردوالی نمونه- 


يي فضا چې کبدای شي هر مثبت حقيقي عدد د واتریمپ د ورانبدو په صورت کې د کار د مودي قیمت شی؛ په 


دې ډول د داسې ناخاپه حادثی پېښېدل هر حقيقي عدد کبدای شي چې دا نمونه‌يي فضا يوه غير متمادي» یا نښتی 


نمونه يي فضا د» یعنی [ ] د واتریمپ د ورانبدو وخت» 0 < 2:۶ ) < 9 چې په پورتنی نمونه یې فضا کې 


) د واټرپمپ د عمر اورردوالي راښي. 


-1 


-2 


بادو نه: 
د لومری مثال الف او ج جزون و کي محدودي نمونه‌يي فضاگانو څخه بحث شوى چې عناصر يې د شمبر ور 
دي» د ب او د جزون و کې نامحدودي نمونه‌يي فضگانی ذکر شوي چې عناصر بې د شمبر وړ نه دي» نو خکه 
ټول مثبت حقيقي عددونه اخبستلای شي. 


په دویم مثال کې نمونه‌يي فضا متصله یا غير محدوده ده چې د حقيقي عددونو د انتروال په توگه ښودل کېږي. 


ہے 


П 
نیا‎ 


یو غشي وہشتونکی د يوه دايروي د سک په دننه چې ورانگه بې 1 ده» په پام کې ونيسي. د غشي د لگېدو خای 
د دايري په دننه کې چې مرکز ته نژدې ولگېږي» د هغې نمونه یې فضا ارایه کړې. ووایاست چې دا خنگه بوه 
نمونه یې فضا ده. 

په مخامخ شکل کې په ناڅاپي با تصادفي ډول د دايري په 

دننه کې یو یکی و ټاکئ» احتمال ددې شته چې مطلوب 

ټکې د مربع په دننه کې وي. 

یو طبيعي دوه رقمی عدد و ټاکئ» هغه احتمال پیدا کړئ چې عدد د 4 مضرب وي. 
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هم چانسه پېښې 


د يوې نورمال رمل دانې په اچول و کی د+1) اویا رٹ 2 06 - ди‏ جا 
т ! 4 :‏ تسارح 5۹ 
شمبري مخ ته راتللو لپاره شرط خه دی؟ ی - ° ٣ Ч‏ 
١‏ - ۱ 
= ام ۰ ь‏ 2 2 ! 
د 2 او 5 شمبري د راتللو چانس یو له بل سره څه ).45 Р‏ " سے -۔ 
ЕЈ‏ 
Ы ۶‏ 
وا 
є ЙГ,‏ 
فعاليت" Ге‏ 
Зай‏ 


د مخامخ شکل په غبر يوه دایره په پام کې ونیسی» که چبري په راکړې شوي دایرہ کې یو ښکاري غشي وولي لاندي 

پوښتنو ته خواب ورکړئ. 

ө‏ په سور رنگه ناحیه او شین رنگه ناحيه کې د غشې 
لگبدل یو له بل سره خه اریکه لري؟ 

۰ د غشې د لگبدو چانس د کچې په ارہ د نارنجي او 
سپینو رنگونو سره په پرتله باندي څه وبلای شي؟ 


۰ په تور رنگ د غشې د لگہدو چانس خومره ده؟ 


9 د تجربې» نمونهبې فضا ولیکی. 

۰ لومرني ناخاپه پېښې لست کړي او د هر يوه احتمال پیدا کری ؟ 
٭ د لومرنیو پېښو د احتمالونو د مجموع په برخه کې خه وبلای شي؟ 

هغه لومرنی ساده پېښې چې د هغوی د پېښېدلو چانس د یوې تجربي په اجرا کولو کي سره برابر وي» د هم چانسه 
پېښو په نامه یادېږي» لکه: 

که چېرې (,6..., ,61,0( = 5 يوه نمونه یې فضا وي» نو (,6) د هر 47 7 لپاره يوه ناڅاپه لومړني پېښه 
دهکه 0>۳)۵((>1  ,‏ ,2 ,1<مي. 


سرببره پر دې د لومرنیو پېښو د احتمالونو مجموع مساوي له يوه سره ده. 


P({e})+ P({e,})+...+ P({e,}) = 3 P(e) =1 


СЭ 


مثال: خلور تنه په وه لوبه کې گډون كوي. تاسې د هر يوه دگټلو احتمال پیدا کړئ په داسې حال کې چې نمونه‌بي 
فضا هم چانسه وي. 


1 
1 
P(a) = РФ) = P(e) = Р(а)= 2 لرو چې:‎ 


پاسنی لومړنۍ پیښې سره هم چانسه دي. 


пан a 


د درېدلو احتمال په آسمانی او سپہن رنگ 0.30 اود 


سره رنگ پرمخ 0.26 وي» د شنه رنگ پرمخ د درہدلو 


احتمال به څومره وي؟ 


2- لاندې د کثرت جدول د رمل يوي دانې د اچولو لپاره په پام کې ونيسي. هغه احتمال پیدا کری چې د رمل دانه 


(5) شمبره راشي. 


3- د رمل يوه دانه داسې ډکه شوی چې د جفت شمپرو د راتللو احتمال د طاق شمپرو دوه برابره وي» که یو چا په 


شرط وهل وکې(5) شمبره ټاکلي وي» د هغې احتمال پیدا کړئ. 


( ۳۹۹ 


د نښتې با پیوستهرمتمادي) فضا گانو احتمال 

د يوه متساوي الاضلاع مثلث دننه چې هره ضلعه يې 3 
واحدہ ده» یو غشي ولو» ددې احتمال چې د غشي د 
لگېدلو ټکې د مثلث د هر رس نه د یو واحد په اندازه 


لوی وي» څو دی؟ 


٥‏ آیا وبلای شي چې د يوي ټوټه کرښې» ديوي مستوي ديوي برخې او یا د فضا د حجم څو ټکې یو پر بل 
پسې موجود دی؟ 

۰ د هغو ټکو د پېښدلو احتمال چې د ۸ په برخه کې 
چې د8 د لوبې برخې فرعي مساحت دی لکه 
خرنگه چې په شکل کې لیدل کېږي د ۸ او 8 د 
ساحو د مساحتونو له نسبت سره څه اریکه لري؟ 


۰ آیا کولای شئ دا مسئله په فضا کې د يوه جسم حجم د يوې برخې د احتمال د محاسبې لپاره عمومیت 
ورکری؟ 

د پورتني فعالیت له سرته رسولو خخه لاندي АМ,‏ لاسته راخي. 

پيوسته(متمادي) نمونه‌يي فضا د نامعینو تکو مجموعه ده چې شکل بی د عددونو په محور ؛ په مستوي کی لکه 

سطح او یا په فضا کې لکه حجمونه دی خرنگه چې ددې تکو ښوونه ممکن نه ده» نو د احتمال د نسبت پیدا 

کولو لپاره د ټوټه کرښو د اوږدوالي» د اشکالو سطحو او یا د جسمونو له حجم څخه استفاده کوو. 

معمولاً د عددونو له محور څخه په АВ‏ اخیستنی سره د Х‏ یو متحول» د بوه مساحت د يوې برخې لپاره د دوو متحولینو 


لکه × او ل او په همدي ترتیب د حجمونو لپاره له دربو متحولونو » لکه: و اوت څخ هگټه اخلو. 


لومری مثال: د عددونو په محور د (0,3) په انټروال کی د × يوټکی په ناڅاپي یا اتفاقي دول اکو ددي 
احتمال پیداکرئ چې 2.5 > ۲ > 1 وي؟ 


9 


حل: د حقيقي عددونو محور رسم کړئ د 5 او А‏ فاصلې د هغه پر бо‏ د شکل په پام کې نیولو سره د ۸ 


Р(А)- Е 2‏ 
2 3 3-0 د 8 ټوټه کرښې اوردوالي 


В 


دویم مثال: په ناڅاپه بول یو یکی د يوه مکعب په دننه کی چی ضلعه 0 2 


بې 2 واحده وي تاکو ددي احتمال پیداکرئ چې نوموري ټکې د مکعب 
د محاطيكري په دنه کی وي. 


حل: که چېرې کره د هغه مکعب په دننه کې چې ضلعه یی 8 واحده ده» محاطه وي» نو د کرې شعاع 5 
کبدای شي: 

۸ ناڅاپه پېښه د کرې د حجم او У‏ نمونه يي فضا سره مساوي چې د مکعب حجم دی؛ نو لرو: 

= وا 


2 


4 


P(A4) = 
(эдээ 2 6 


کے 


Ч, 
] лан 
د حقيقي عددونو په محور د ۸ او 8 دوه يکي په ناخاپي با تصادفي بول داسې ټاکو چې‎ -1 
ق8 > 2- او 05453 وي» ددي احتمال پیداکرئ چې د  واټن د ۸ او 8 ترمنخ وي او له‎ > 0 
واحدو خخه لوی وي.‎ 3 
ОСЕ Е خی و‎ оо 
نوموري يكي نظر د دايري محیط ته د دايري مرکز ته نژدې وی.‎ 
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مشروط احتمال 
له يوه ولایت څخه (20) تنه نارینه او ضخینە زده کوونکی 
ун‏ پوهنخي ته بربالي شوي 
دي» د هغوي له جملې خخه یې 5 تنه ښه کاراته بازان دي: 
که په 15 تنو بربالیو نارینه و و کې 4 تنه یې ښه کارته بازان 
وی. د نومورو محصلینو له مینخ خخه په اتفاقي دول یو 
تن اکو احتمال د دې پیدا کړئ چی: 


٥‏ ټاکل شوی محصل يوه کارټه بازه نجلی وي؟ 
٩‏ په پورتني سوال کې هغه نجلی په کوم شرط سره د طب پوهنخي ته بربالی شوي ده؟ 


Л 


له 2500 22510 0 تنه بې په مطالعه کولو عادت لري. 
چې له 80% زده‌کوونکو څخه يې 7096 نارینه زدهکوونکي وي او په مطالعه کولو عادت ولري» که د تولو 
زده‌کوونکو لپاره احتمال یو شان وي» د لاندي پېښو په پام کې نیولو سره د يوه تن زده‌کوونکی تاکل د ښوونځی له 
زده‌کوونکو خخه: 
۸: له مطالعي سره عادت لري. 
М‏ : نارینه زده‌كوونكي دی. 
Б‏ يوه ښځينه زده‌کوونکی ده. 
د لاندي پوښتنو په حل فکر وکری: 
۰ ددې احتمال پیداکرئ چې د مطالعه کوونکو له منځ خخه تاکل شوي زده‌کوونکی نارینه وي؟ 
9 ددي احتمال پیداکری چې د مطالعه کوونکو له منخ خخه ټاکل شوی تن يوه ښځينه وي؟ 


е‏ ددي احتمال پیدا کرین چې تاکل شوي زدەکوونکی یو نارینه وي په دې شرط چې په مطالعه عادت وي. 


د پورته فعالیت د سرته رسولو خخه لاندي АМЬ‏ په لاس راورو: 


په حقیقت کې د هغه نارینه زده‌کوونکي د ټاکلو احتمال په دې شرط چې په مطالعه عادت ولري. 


3 


د لاندي احتمالات وېش له حاصل څخه عبارت دی که چپري О‏ وله نمونه‌يي فضا او |6| نمونه‌يي فضا د 


عناصرو شمیر وي» نو لرو: 


۷۸۸ 
مر‎ MOREL 0 ШЕЯ, 
| ۸8 نا‎ Р(В) 
2 


Р.(М)‏ د هغې پیښې له احتمال څخه عبارت دی چې ټاکلي زده‌كوونكي نارینه وي» په دې شرط چې هغه په 
مطالعه عادت وي. 


تعریف: که چېرې ٩‏ نمونه‌بي فضا ۸ او 8 د نمونه‌يي فضا دوي ناخاپی پیښې وي» په داسې حال کې چې 
Р(А(1В)‏ 


Р(В) 0‏ وي. په دې حالت کې نوموری احتمال يعني Р(В)‏ 


= (4) و7 چې د ۸ ناڅاپې پېښې 
احتمال نظر د 13 ناڅاپې پېښې ته مشروط احتمال بلل کېږي. 
د پورته تعریف په پام کې نیولو سره نظر د مسیر لومړي قاعدې ته د ونەییز دیاگرام په مرسته هم په لاس راورای شو. 


Р(АПВ) 


Р(АПВ),Р, (А) = Р(В) 


1- د مسیر له لومری قاعدي څخه لرو: Р(А(1В)-Р(В)-Р,(4)‏ 
د مسیر له دویمی قاعدي څخه په گته اخیستنی سره لرو: (۸) Р(В)-Р‏ = (۳)۸۲۱ 
Р(А) = Р(В)-Р,(А) +Р(В)-Р.(А)‏ 
ارس А‏ 
2- ونه‌ييزه(درختي) گرا ل نم لم ریم 
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БРР”- эцэг ۲ 
۶۶۶ ٦4+ ст Че РЭ 4 


3- که چېرې نوموری حالت د 2) نمونه يي فضا ناڅاپي پیښو د Въ BB‏ اختياري وېش لپاره عمومیت 
ورکرو. د ونې په دول د دیاگرام په پام کی نیولو سره کولای شوہ لاندي فورمول په لاس راورو. 
Р,(4)-Р(В) P(ANB)‏ 


== = рээ 220 п 
۶۵(.5 )۵+۶..+۲7 


۶)8) ۱ 
509 ۵ (4 


لومری مثال: یو زده کوونکی ښوونځي ته د تللو لپاره 50 هره ورخ د موټر څخ هگټه اخلي چې 707 په ټاکلي 
وخت ښوونځي ته رسبري. په منخني دول نوموري 607 په ټاکلي وخت بوونخي ته حاضرپري که چبري پیښې: 
۸ د مور په واسطه راتلل :В‏ په ټاکلي وخت رسبدل 

وي په دي صورت کی د ۸ مشروط احتمال نظر 8 ته يعني Р,(4)‏ مطلوب دی؟ 
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حل: د نوموري احتمال د پیدا کولو لپاره د ونەییز یا درختي دیگرام په پام کې نیولو سره نظر فورمول ته په لاندي 


Р(А)-Р,(В) 05-07‏ 
آ۳۴ 05833583396 - 
"سو هد 06 Р(В)‏ 


نو په دې اساس موټر په واسطه د رسبدلو 
احتمال په دې شرط چی په ټاکلی وخت په 
ښوونځي کې وي 58.33% سلنې سره برابر 


دی. 


Р,(4)- 


2 


له لاندي دیاگرام څخه په گټه اخيستني سره د مشروط احتمال په ټاکلي وخت رسبدل ښوونځي ته په دي شرط چې 
د موټر په واسطه سرته رسيدلي وي. يعني (8) م7 د ناڅاپه پیښې احتمال ښوونځي ته په ټاکلي وخت رسیدل» په 


دې شرط چې د موټر په واسطه نه وي راغلي يعني Р,(В)‏ مطلوب دي. 


د حاصل ضرب اصل 


ناخاپه پیښې احتمال یو له بل سره څه اړیکه لري؟ 


ابا 
eee ٠‏ ی 212225 
9 د ۸ ناخاپه پیننی مشروط احتمال 8 ته ولیکئ. 
۰ د ونه‌ییز دیاگرام څخه په گټه اخبستني سره د Р(В)-Р,СА)‏ قیمت په لاس راوری. 
(АПВ) > ө‏ ناخاپه яа‏ احتمال د ۸ او 8 ناڅاپه پینو څخه او یا د ۸ مشروط له 8 خخه په گټه اخيستني 
سره ولیکی. 
٥‏ د فعالیت د دوو پورتنیو بندونو د محاسبې پایلې یو له بل سره پرتله کړئ. 
٭ آیاکولای شو چې موضوع د ډېرو ناخاپه پیښو لپاره عمومیت ورکرو. 


د 8 په يوه نمونه يي فضا کی د ۸ او 8 د دوو ناڅاپه پیښو لپاره د مشروط احتمال د تعريف په پام کی نیولو سره 
Р(В)-Р,(А) эд‏ = (۳)۸۲۱ 


دا مسئله کولای شو چې د ونەییز دیآگرام په مرسته هم په لاس راوړو: 


сс 220‏ سور 


Р(АГ1В) 


-» Р(А(1В)-Р(В)-Р,(А) 
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دا مطلب د ру‏ ۸ء СВ‏ لپاره په لاندي دول پراخوو. 
Р(А Р,(В) Рупв(С)‏ 


цо эг 


Р(А(1В(1С) 
> Р(АПВПС) =Р(4): ۳ )9(۰ ۳۲ ےم‎ (С) 


پورتنۍ قاعده د حاصل ضرب په نامه يادپري او کولای شوہ هغه د یو شمېر اختياري ناڅاپي پیښو لپاره هم په لاس 
راوړو. 
مثال: د ,8 , رظ او ,8 دريو ولایتونو په پارلماني تاکن وکې چې د هر يوه لپاره د ټاکنو د گډون کوونکو فيصدي 
او د جمهوري گوند برخه فيصدي ورکرل شوې ده؟ 
په کوم احتمال د تاکن وگډون کوونکي او یا رایې اچوونکي جمهوري گوند ټاکلي وي. 
حل: په لاندي دول ناخاپي پیښې تعریف او نومووو: 

М‏ هغه رابی ورکوونکي چې جمهوري گوند بې تاکلی دی. 

,3 : د ولایت رابی ورکوونکي ,8 - (1-ام) ... 11,2,3 لاندي ارقام ورکرل شوي وي. 


جمهوريگوند ته د راي ورکوونکو СУЛ‏ 
رابی ورکوونکي فيصدي 
В! 33.2% 3‏ 
В: 46.5% 22‏ 
В; 20.3% 30‏ 


(1-1,2,3)В, Ё‏ ناڅاپه پیښې په حقیقت کې يې د 8 نمونه يي فضا یو وېش جو رکری چې د هضوی لباره 
صورت نيسي. 
1- ,8 یو له بل سره دوه په دوه مستقل ا وگډ عناصر نه لري. 


3 
2 د 8 نمونه یی فضا لپاره 18 В, ОВ, ОВ,‏ = ک دی نو (۶<1,2,3) хаш В, ПУ‏ له بل 


1-1 


3 
سره یو په یو مستقل د هغوی لپاره صورت نيسي. ( ۲۱۷ :)| - У‏ 


7م 


له دي اړیکې څخه کولای شو د эдээ‏ خواوو د احتمال لپاره ولیکو: 
ВИЕ в П 2 = 2 ۳0۵,۲۱۷ (< 2 Р(В)-Р, (У)‏ 


=P(B,): Р, (7 )+ P(B2): Р, (И) + РОВ): Р, ( 
-0.332-0.35--0.465-0.22--0.203-0.3-0.1162--0.1023--0.0609 
=0.2794 = 27.94% 


تعریف: که چبري د В,,....,В,В,‏ خرنگه چی ۶0 Р(В,)‏ وی 1,..л‏ 1 پیبو عمومي حالت د 8 په 


نمون‌يي فضا کې يوه پېښه وي نو Р(А)‏ د کامل احتمال په نامه یاد او د ۸ اختباري ناڅاپې پیښې لپارہ لرو: 
Р(А)- 2 Р(В,):Р, (4)‏ 
2 


د مشروط احتمال د تعریف. د اصل حاصل ضرب له قضیی څخه د کامل احتمال د مسئلې په پام کې نیولو څخه 
لاندې فورمول چې د بائیز(8'٥/[88)‏ د فورمول په نامه يادېږي» په آسانی سره په لاس راځي» داسې چې В,‏ 
چې 1,...11- | د ٩‏ نمونه يي فضا يوی پېښې لپاره چې і=1,..п «Р(8)50,‏ د ۸ د ناڅاپه پیښې احتمال 
چی0 ۶ РА)‏ سره وي» لرو: 

۳)۸۲۱8,( Р(В,)-Р, (4) 


ےےل 
)4( سس ھ٦2‏ 


د بائیز (88/5)فورمول: 


د بائیز فورمول دپر استعمال لري لکه د п=2‏ لپاره 8 = 8, 8 = ر8 په پام کې ونیسو په حقیقت کې ,38 
P(B): Pa(4)‏ 
ا = P,(B)‏ 
Р(В)-Р,СА)--Р(8)-Р,(4)‏ 
پورتنۍ فورمول د 2 = 11د بائیز له فورمول څخه عبارت دي. 
مثال: په يوه فابریکه کی د СИВ А‏ دری ماشینونه په ترتیب سره 30% ء 30% او 407 برخه د برق گروپونه 
توليدوي. که چبري په ماشینونو کې دگروپونو د خرابېد و کچه په ترتیب سره ۰496 296 او 5% وي او نوموري 
گروپونه په گډه سره خرڅ شي» مطلوب دي: 


вэ (а‏ احتمال چې یو اخبستل شوی گروپ وران یا خراب وي. 
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0 په کوم احتمال خراب خرڅ شوی گروپ د С‏ ماشین پوري ارہ لري. 


6 یو نوی تولید شوی گروپ لرو» په کوم احتمال سره به د 8 په ماشین پوري مربوط وي. 


0.038 = 3.8% = Р(П) 


د ا جز: 
Р(С)-Р,(0) _ 04۰005 0.02‏ ۶۵۲۵ 


Р,(С)- - = 0.526 = 52.6% 

P(D) P(D) 0.038 58 

دم جز: 
(В)- Р(Р(1В) Р(В)-Р,(0) _ 0.3-0.98‏ جر 

3 P(D) P(D) 0.3۰0.96 + 0.3۰0.98 + 5 
5 0226 010. 
0.288 + 0.294 + 0.38 2 
کے‎ 


Ч 
د1000 دانو رملونو په منخ کې د يوي دانې په شپږ واره مخونه يوازي د 6 ث شمبره وهل شوې ده. د هغوي له‎ -1 
منځ څخه يوه ناڅاپه د رمل دانه ټاکل شوي او درې ځلې اچول شوي ده. دري ځلې 6 راغلي. پيداکړئ؛ هغه‎ 


احتمال چې په ټاکل شوي دانه په سم ډول شمېرې وهل شوي وي؟ 
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د ناخابه پېښو استقلالیت 
له مشروط احتمال خخه پوهیرو چې د ۸ او 8 دوو 
ناخایو د با حادئو دظ : : А‏ 2 
پو پېښو يا حادئو Вэ‏ د پیښې پېښدل د ۸ په پېښه Р(А(1В)-Р(А)-Р(В)‏ 
تاثیر اچوي په دې سبب لازمه ده چې د احتمال د 
د هغه حالت لپاره چې د ۸ ناڅاپه پیښې پېښدل پر 8 ناڅاپه پیښې اغبزه ونه لري او بر عکس. 
د ۸ او 8 د ضرب د حاصل احتمال د АПВ‏ له احتمال سره څه اربکه لري. 


تعریف: د ۸ او 8 دوې ناڅاپه پیښې چې يوه پر بله اغیزه لرونکي نه وي د ناخاپه مستقلو پیښو په نامه یادیږي. 
Р(АПВ) = Р(А)-Р(В) ГАЙ :‏ 
عاليت اس رس 
۰ د نمونه بي فضا او د ۸ او 8 دوي يوه له بلی څخه مستقلې پیښې چې د 5 نمونه يي فضا کې شامل وي» په پام کې ونیسی. 
в‏ د مشروط احتمال فورمول څخه په هغه صورت کې چې ۸ او 8 يوه له بلې خخه مستقلي دوي پیبی وي د 
Р,(4)‏ او Р(А)‏ احتمالونه یو له بل څخه څه توپہر لري؟ 
9 د Р(А(1В)‏ ناڅاپه сад‏ احتمال له څه سره مساوي دي؟ 
~ د P(AUB) -Р(А)--Р(В)-Р(А(1В)‏ 7 ٗ +ة/ ہہ ۱۳ 
چی۸ او 8 گډ ټکی ونه لري» خه پایله اخلی؟ ۱ 
فعالیت له سرته رسولو خخه لاندي پایله Ес‏ راخي: 
1: د ۸ او 13 دوې پیښې مستقلی بلل کېږي» که چېرې: 
)2 ضرب د Р(АГ1В) = Р(А)-Р(В)се!‏ 
2 که چېرې ۸ او 8 پیښې دگدو ټکو لرونکي نه وي» نو 
Р(А(18)-0‏ > 0 - ۸۲۱ 
)> جمع د حاصل اصل) В) = Р(А) + Р(В)‏ ل| )۶ = 
لومری مثال: که چېرې د يوه ښوونځي د زده کوونکو د سترگو رنگ او ذکاوت یو پر بل پرته له اغبزي فرض 
شوي وي. د لاندي پېښو په پام کې نیولو سره په ناخاپه ډول د يوه زده کوونکی ټاکلو لپاره: 
17 ټاکل شوي تن یو هوښیار دکي زده کوونکي وي. 
8: ټاکل شوي زده کوونکی توري سترگې ولري. 
هغه احتمال پیدا کړئ چې ټاکل شوي زده کوونکی په ناڅاپه توگه ھوضیار ذكي او توري سترگي ولري. 
حل: ددي لباره چې ټاکل شوي زده کوونکی هوبیار او توري سترگې ولري لیکلای شو: 


رت 


P(BNH) 


کہ ۷ = P.(H)‏ 
خرنگه چې Р(Н)‏ = (11) ر 7% РОВ)‏ 


(Н) =‏ نو: 

РВА ٣ = Р(Н):Р(В) 7‏ 
عمومی حالت: د ,4 , ر4 ,.....,4 (п22),‏ ناخاپه پیښې احتمالا یو له بلی خخه مستقلی بلل کېږي که 
چبري د هرو دوو یا څو پېښو په ترکیب کې د ضرب د حاصل قاعده صدق وكري پرته له هغې پېښې احتمالا يوه له 
بلې سره تړلي نومول کېږي. 
پابله: 
1: پاملرنه بايد وشي چې د ضرب د حاصل له قاعدي خخه په گته اخيستني سره په لاندي متقاطع جدول کې هم 
کولای شو چې ВПА,АПВ,АПВ‏ یھ 2 ناخاپه پېښو احتمالي پایلې د ۸ او8 پینو لپاره چې 
احتمالونه یی 8 او تا وي» په آسانۍ په لاس راورو. د ۸ او 8 د مستقل والی څخه پوهېږو چې د ۸ او 8 3 А‏ 
АВ»‏ او ] هم يوه له بلی څخه مستقلی دي» نو لرو: 


В В 

А| Р(АПВ) =а:Ь | Р(АПВ) = а(1-Ь) а 

А | Р(АПВ) = Ы1-а) | Р(АПВ) -0-ахХ1-0) | 1-a 
Ь 1-b 1 


2: د ۰۸ 8 او € درې ناڅاپه پېښې چې يوه له بلی څخه مستقلې دي» لرو: 
Р(А(18) -Р(А)-Р(В)‏ 
Р(АП1С) = Р(А)-Р(С)‏ 
Р(В(1С) - Р(В)-Р(С)‏ 
Р(АПВПС) = Р(4):Р(В):Р(С)‏ 
دویم مثال: په وه کخوره کې دوي سپینی او دوي توري مری پرتي دي. دوي مری يوه په بلې پسې له کڅوړې 
خخه پورته کوو؛ په داسې حال کی چې: 
-а‏ د لومړی مری د پورته کولو نه وروسته هغه بېرته په کڅوړه کې ږدو. 
0- پرته له دې چې مری واپس کېښودل شي. 
د А‏ پینه: په لومری ځل سپینه مری راووزي. :В‏ دویم ځل مری سپینه وي. 


له يوي بلی څخه مستقلې یا ترلي روابسته) دي. 


حل: 
0800٦ л‏ 
کے Р(А)=‏ د کل :12520 
оо 8‏ 27775 ۷ 
хар РАПВ)=Р(А)-Р(В) =‏ ۸ او 3 يوه له بلې څخه مستقلې دي 
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1 42221 
۰ + ۰ ہے‎ А 
2 د‎ 1 зи? 
+ Р(АП В) = Р(А):Р(В) 

نو ۸ او يوه له بلی څخه ترلی یا وابسته دي. 


Р(В) = Р(4)- ۲ 


دربم مثال: د لاندې متقاطع جدول خالي خایونه چې په نښه شوي دي؛ ډک یې کړئ: 


В 
Р(АПВ)=?| О 
Р(АПВ)=? | 9 

0.6 

حل: خرنگه چې Р(В)-06‏ دي» نو لرو: 


او د پېښو د تقاطع خخه لرو چی: 


В 
А 0.12 
А | Р(А(1В)-2 
(2 
Р(В)=1-Р(В) =1-0.6= 0.4 
роду 241018) _ 12 0 
Р(В) 4 


= Р(4) =1- Р(4)=1-0.3 = 0.70 


Р(АПВ) = Р(А):Р(В) = 0.3۰0.6 = 0.18 
Р(А(1В)- Р(А):-Р(В) = 0.7۰0.4 = 0.28 
Р(АПВ) = Р(А):-Р(В) = 0.7۰0.6 = 2 


په همدي ترتیب په جدول کې د قیمتونو په وضع کولو سره مسئله تکمیلېږي. 
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са 


Фу 


بو سټ چی عناصر یی 5,3,2 او 30 دی د يوه رقم د انتخاب احتمال یې 5 دی په ناخایی دول له نوموری 
سټ څخه یو رقم انتخابوو» که چپري ,4 ناڅاپه پېښه د هغه رقم چې انتخاب شوی او د تقسیم قابلیت په К‏ 
ولري آيا 1 ,4 او 4 نا حاپی پېښې دوه په دوه مستقل دي او که نه؟ 


د څپ رکي مهم ټکي 

رر رر ںہ 
بہلی شوي(غيرمتمادي) نمونه بي فضا: 
هغه نمونه يي فضا چې عناصر یې د شمبر او تشخیص ور وي» د غیرمتمادی نمونه‌يي فضا په نامه يادېږي» لکه د 
رمل يا د سکې اچولو تجربي نمونه‌بي فضا: 
ننتي‌متمادي, نمونه بي فضا: 
هغه نمونه يي فضا چې عناصر یې د شمبر ور نه وي د پیوسته یا متمادي نمونەبی فضا په نامه يادېږي چې د حقيقي 
عددونو پر محور د فاصلې په بڼه او یا په فضاکی د هندسي شکلونو یا حجمونو په ډول څرگندېږي. 
هم چانس پېښې: 
ديوي نمونه يي فضا لومرني پیښې چې د هغوی پېښې د تجربې په پای کې په برابر احتمال پېښېږي» هم چانسه 
پېښې بلل کېږي. د هم چانس پېښو د احتمال مجموع له يوه سره مساوي ده. 
د نښتیپيوسته) فضا احتمال: 
د ټوټه کرښو» سطحو او حجمونو مساعد حالتونه د وې پام وړ ناڅاپې پېښې لپاره په يوه تجربي نمونهبي فضا کې 
شامل ټوټه کرښو» سطحو او حجمونه عبارت دي د متصلې فضا له احتمال خخه. 
مشروط احتمال: 
که چېرې ۸ او 8 د 8» د نمون‌يي فضا دوي ناڅاپه پېښې چې #0 P(B)‏ وي په دي حال ت کې 
Р(А(1В)‏ 

Р(В) 


مخکی پېښه شوي وي. 
يوه له بلي خخه مستقلي پېښې: 
د ۸ او 8 دوه ناخاپه پېښې يوه له بلی خخه مستقلي بلل کېږي که چبری: 
رد ضرب د حاصل Р(А)-Р(В) ра‏ = ( ۸۲۱) 
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= (۸) 7 ته د ۸ ناخاپه پیښې د مشروط احتمال په نامه يادپپري په دي شرط چې د 8 پېښه له 


د څپرکي پوښتنې 
. د لاندې نمونه يي فضاگانو څخه کومه يوه سره نښتی یا پیوسته او کومه يوه غيرمتمادي ده؟ 
الف: د يوي رمل دانې اچولو تجربه 
Ши 22225‏ 
ج: دیو غشي لگبدل په يوه دایرہ 
د: ديوي فلزي ميلي د اورردوالي زیاتېدلو تجربه نظر حرارت ته 
د یو چارتراش چې اوردوالی یې ا دی په ناڅاپه دول په سور اره کوو تر خو دوه برخې شي خومره احتمال 
شته چې دکین ارخ ارہ شوي برخه د ښي ارخ له دري برابره څخه کوچنی وي. 
د يوه خصوصي شرکت بو کارگر هره ورخ د 8 او 8:50 ساعتونو په منخ کی کورته نژدي تم خاي کې چې د 
مامورینو په مور کی کارته د تگ لپاره گډون وکړي او په 8:15 ۰ 8:30 او 8:45 وختونو تم خای ته رسبري 
خومره احتمال ددي شته چې نوموړې تن له 5 دفیقو څخه لږ منتظر پاني شي. 
د |10.3 ترلي فاصلې څخه په ناڅاپه ډول دوه عددونه ټاکو» ددې احتمال پیداکرئ چې د عددونو مجموعه د 
5 څخه کوچنی او له 2 څخه لوبه وي. 
. په ناڅاپه دول یو یکی د مخروط دننه چې د قاعدي شعاع بې 1 او جگوالی ۸/3 دی باکو پیدا کی ددې 
احتمال چې ټکی د محاطي کري دننه په دي مخروط کې قرار لري. 
د یو خود کار قلم خرابېدل دوه دلیلونه لري: 
1- د میخانیکیت خرابېدل 
2- د خودکار د نیچی خرابېدل 
که چېرې د یو خودکار قلم د خرابېدو احتمال 0.088 او ددې احتمال چې د خرابېدو دلیل (1) ء 
شمېره وي مساوي په 0.05 او د دویم نقص احتمال مساوي په 0.002 وي وڅېړئ: چې دوه پورتني 
دلایل مستقلی او یا غیر مستقلی پپینی دي؟ 
خیبر غواري هغه خلو رکلیگانی چې په جیب کې بې لري او سره یو شان دي د کورد دروازي قلف خلاص 
كري په کوم احتمال سره وروسته د دریمی کلي له آزمویلو سره چې له جیب څخه بې را باسي د قلف اروند 
کلي وي» په هغه صورت کې چی: 
۵ هره آزموبل شوي کلي په هغه صورت کې چې اصلي کلي نه وي دوباره په همغه جیب کې اچوي. 
0 هره آزمویل شوي کلي په هغه صورت کې چې اصلي کلي نه وي په بل جیب کې اچوي. 
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